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Notations

Cas mono-utilisateur

am bit d'information,
cm bit cod�e,
cn bit cod�e et entrelac�e,

dn symbole �emis,
hj r�eponse impulsionnelle du canal discret,

H(z) Transform�ee en z ou fonction de transfert du canal discret,
wn bruit blanc de la transmission,
rn �echantillons re�cus,
yn sortie pond�er�ee de l'�egaliseur,
�(cn) rapport de vraisemblance relatif au bit cn,
~�(cn) rapport des probabilit�es a posteriori relatives au bit cn,

âm estimation du bit d'information am,
dpn estimation �a l'it�eration p du r�ecepteur Turbo du symbole �emis dn.

Cas multi-utilisateur

K nombre d'utilisateurs : 1 � k � K,
Q facteur d'�etalement,

N nombre de symboles par utilisateur : 1 � n � N ,

W taille maximale des canaux de transmission discrets,
QN+W�1 longueur de la s�equence d'�echantillons re�cus : 1 � l � QW +W � 1,

a(k)m bit d'information de l'utilisateur k,

c(k)m bit cod�e de l'utilisateur k,

c(k)n bit cod�e et entrelac�e de l'utilisateur k,

d(k)n symbole �emis par l'utilisateur k,

d(k) vecteur de N symboles �emis par l'utilisateur k,

d vecteur de KN symboles contenant les N symboles �emis par les K utilisateurs,

H(k) matrice de taille (QN+W�1;N) relative �a la transmission CDMA de l'utilisateur k,

H matrice de taille (QN+W�1;KN) relative �a la transmission CDMA des K utilisateurs,
wl bruit de la transmission,
w vecteur contenant les QN+W�1 �echantillons de bruit de la transmission,
rl �echantillons re�cus,
r vecteur contenant les QN+W�1 �echantillons re�cus,

y(k)n sortie pond�er�ee de l'�egaliseur de l'utilisateur k,

�(c(k)n ) rapport de vraisemblance relatif au bit cn de l'utilisateur k,
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~�(c(k)n ) rapport des probabilit�es a posteriori relatives au bit cn de l'utilisateur k,

â(k)m estimation du bit d'information am de l'utilisateur k,

dp (k)n estimation �a l'it�eration p du r�ecepteur Turbo du symbole �emis d(k)n de l'utilisateur k.

Autres notations

diag(A) matrice diagonale ayant pour �el�ements diagonaux ceux de la matrice A,
Diag(x1 � � �xL) matrice diagonale ayant pour �el�ement diagonaux x1 � � �xL,
(:)T transposition,

(:)y trans-conjugaison,

k:k norme L2.
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Abr�eviations

Au cours de ce document, di��erentes abr�eviations sont utilis�ees. Nous les rappelons mainte-
nant et en donnons leurs signi�cations :

AI annuleur d'interf�erences,

AMRC acc�es multiple par r�epartition par code,

AMRT acc�es multiple par r�epartition temporelle,

BABG Bruit Additif Blanc Gaussien,

BPSK Binary Phase Shift Keying,

CDMA Code Division Multiple Access,

DFE Decision Feedback Equalizer,
EQM Erreur Quadratique Moyenne,
EQMM Erreur Quadratique Moyenne Minimale,

IES Interf�erence Entre Symboles,

ISI Inter-Symbol Interference,

MAP Maximum a posteriori,

MMSE Minimum Mean Square error,

MUI MultiUser Interference,

RSB Rapport Signal �a Bruit,

RSBI Rapport Signal �a Bruit et Interf�erences,

SINR Signal to Interference and Noise Ratio,

SNR Signal to Noise Ratio,

TDMA Time Division Multiple Access,

TEB Taux d'erreur binaire,

ZF Zero Forcing.
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Introduction g�en�erale

Parmi les nombreux domaines de recherche du traitement du signal pour les communications
num�eriques, les transmissions �a haut d�ebit pr�esentent un enjeu important aujourd'hui. En ef-
fet, le nombre d'utilisateurs (t�el�ephone, internet, multim�edia) des transmissions radio (boucles
locales sans �l, mobiles) ou �laires (ADSL) connâ�t une forte augmentation et la quantit�e d'in-
formation �a transmettre est elle aussi de plus en plus importante (internet et autres objets
communicants). Aussi, les syst�emes de communication des g�en�erations futures envisagent d'ac-
crô�tre signi�cativement les d�ebits transmis tout en maintenant de bonnes performances. En
g�en�eral, cette augmentation du d�ebit s'accompagne d'un accroissement des distorsions. En par-
ticulier, dans le contexte des transmissions telles que les radiocommunications, les canaux de
propagation sont dispersifs dans le temps �a cause de la pr�esence de multitrajets de propagation
issus de la r�e
exion des ondes radios sur les bâtiments ou sur les couches ionosph�eriques. Cet
�etalement temporel de la r�eponse du canal de propagation engendre de l'interf�erence entre sym-
boles (IES) �a la r�eception, qui augmente avec la vitesse de modulation, ce qui d�egrade d'autant
les performances. Aussi, dans les transmissions haut d�ebit, l'utilisation d'�egaliseurs de canaux
pour compenser les e�ets dus au canal s'av�ere n�ecessaire.

Cependant, pour certains canaux diÆciles, l'�egaliseur ne peut supprimer compl�etement l'IES.
Il en r�esulte une augmentation de la puissance de bruit i.e. une d�egradation des performances
par rapport au canal �a bruit additif gaussien non dispersif. Il est alors possible d'am�eliorer
ces performances en ajoutant un code correcteur d'erreurs �a l'�emission. En fait, l'am�elioration
apport�ee par l'ajout d'un tel code n'est e�ective que si les erreurs dues au canal sont statisti-
quement ind�ependantes. Or, cette hypoth�ese n'est pas v�eri��ee dans le cas de canaux dispersifs
dans le temps, qui peuvent engendrer des paquets d'erreurs. Aussi, un entrelaceur plac�e apr�es
le code et son homologue d�esentrelaceur plac�e avant le d�ecodeur assure la quasi-d�ecorr�elation
des erreurs au moment du d�ecodage. C'est pourquoi, la plupart des normes actuelles utilisent
ce codage correcteur d'erreurs (connu �egalement sous le terme codage de canal) qui permet de
prot�eger eÆcacement les donn�ees transmises vis-�a-vis d'erreurs. La châ�ne de communication
comporte alors :

codage canal

canal

modulation

d�emodulation
(�egalisation,...)

CANAL

d�esentrelaceur

entrelaceur

d�ecodage

RECEPTEUR

EMETTEUR

Fig. 1 { Châ�ne de communication

Dans cette th�ese, nous nous int�eressons plus particuli�erement au r�ecepteur. Rappelons ici
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que les normes d�eterminent uniquement les caract�eristiques des �emetteurs et que le choix du
r�ecepteur revient au constructeur. Jusqu'ici, les r�ecepteurs mis en �uvre op�erent (en g�en�eral) de
mani�ere disjointe : ils r�ealisent tout d'abord une �egalisation suivie d'un d�ecodage. Ainsi, dans le
cas de la norme GSM, les constructeurs ont propos�e tout d'abord des r�ecepteurs, o�u l'�egalisation
est e�ectu�ee avec d�ecision dure. Puis, certains constructeurs ont pond�er�e l'information sortant
de l'�egaliseur, �a l'aide de l'estimation de la puissance d'erreur. N�eanmoins, cette approche
demeure sous-optimale car disjointe. La solution optimale est alors l'approche conjointe mais,
celle-ci �etant trop complexe, des propositions mixtes, qui r�epondent �a la question de l'�egalisation
et du d�ecodage conjoints, sont propos�ees depuis. Le travail pr�esent�e dans ce document concerne
ce probl�eme.

Parmi toutes les approches sous-optimales du probl�eme de l'�egalisation et du d�ecodage
conjoints, le Turbo-�egaliseur propos�e en 1997 dans la th�ese de C. Laot [43] nous semblait
tr�es prometteur. En e�et, cette structure r�ealise un compromis int�eressant entre complexit�e
et bonnes performances. C'est donc cette structure que nous nous proposons d'analyser et
d'am�eliorer dans cette th�ese. La premi�ere question que nous nous posons ici peut s'appliquer �a
tout syst�eme sous-optimal d'�egalisation et de d�ecodage conjoints ; elle n'est donc pas sp�eci�que
au Turbo-�egaliseur mais nous semble tout �a fait l�egitime. L'observation compar�ee des perfor-
mances du Turbo-�egaliseur et de la transmission id�eale d'un message cod�e sur un canal �a bruit
additif gaussien montre une perte au d�etriment du Turbo-�egaliseur. Nous nous interrogeons tout
naturellement sur les causes responsables de cet �ecart : nous pouvons d�ej�a pr�evoir que cet �ecart
peut être dû d'une part au canal et d'autre part �a la m�ethode sous-optimale utilis�ee. De plus,
nous essaierons d'isoler la perte due uniquement �a la sous-optimalit�e du r�ecepteur (pour un
canal donn�e) et tenterons de l'analyser en consid�erant le processus it�eratif du Turbo-�egaliseur.

Un autre probl�eme int�eressant en communications num�eriques concerne la r�epartition des
ressources entre les utilisateurs. Parmi les techniques d'acc�es multiples, l'acc�es multiple �a
r�epartition de code (AMRC ou CDMA) b�en�e�cie d'une attention toute particuli�ere li�ee �a sa
tr�es grande eÆcacit�e spectrale [73], qui lui vaut de �gurer dans plusieurs normes (IS-95, UMTS,
IMT-2000). Dans ce type de transmission, tous les utilisateurs partagent les mêmes ressources
temporelles et fr�equentielles et sont a�ect�es de codes qui assurent leur s�eparation au niveau
du r�ecepteur. Ainsi, le signal utile d'un utilisateur donn�e est soumis aux distorsions du canal
de transmission mais aussi aux contributions des autres utilisateurs. Si le Turbo-�egaliseur peut
supprimer eÆcacement les perturbations dues au canal dispersif en temps, nous pouvons suppo-
ser qu'une structure analogue peut supprimer en plus les contributions des autres utilisateurs.
Aussi, nous nous proposons dans cette th�ese d'appliquer le Turbo-�egaliseur [43] au CDMA, puis
d'am�eliorer la structure.

Puisque nous nous int�eressons dans cette th�ese au probl�eme de l'�egalisation et du d�ecodage
conjoints, il nous parâ�t indispensable de pr�esenter l'�egalisation d'une part et le d�ecodage de ca-
nal d'autre part, tels qu'ils sont utilis�es dans les r�ecepteurs et tels que nous les avons consid�er�es
ici. Aussi, le premier chapitre propose une introduction �a la probl�ematique du codage de ca-
nal. Nous pr�esentons les deux grandes classes de codes (en blocs ou convolutifs) et justi�ons
notre choix de consid�erer les codes convolutifs. Puis, nous pr�esentons un calcul de borne de
performances pour un code, r�esultat que nous utiliserons lors de l'analyse du Turbo-�egaliseur.

Le second chapitre est quant �a lui consacr�e au probl�eme de l'�egalisation. Nous rappelons
les structures classiques et de mise en �uvre ais�ee. En e�et, nous ne consid�erons pas ici les
structures �a statistiques suÆsantes, qui n�ecessitent un �ltrage adapt�e au canal (�eventuellement
blanchi) analogique et consid�erons plutôt les structures, o�u ce �ltrage adapt�e (�eventuellement
blanchi) est r�ealis�e num�eriquement apr�es l'�echantillonnage au temps symbole. Nous proposons
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ici une �etude de cas de canaux, qui nous permet de d�e�nir la notion de diÆcult�e �a �egaliser,
lorsque l'�egaliseur est optimal au sens du maximum a posteriori par s�equence, soit l'algorithme
de Viterbi.

Fort des pr�esentations du codage d'une part et de l'�egalisation d'autre part, nous pr�esentons
le probl�eme de l'�egalisation et du d�ecodage conjoints et rappelons quelques solutions sous-
optimales �a ce probl�eme. Parmi elles, nous nous int�eressons tout particuli�erement au Turbo-
�egaliseur. Notons que le Turbo-�egaliseur que nous utilisons di��ere l�eg�erement de la structure
originelle [43], a�n de s'adapter aux normes de communications actuelles (l'entrelaceur est bit
plutôt que symbole). Dans ce troisi�eme chapitre, nous pr�esentons donc le principe Turbo et
montrons comment il est appliqu�e dans le cas du Turbo-�egaliseur. Ensuite, nous pr�esentons
les di��erents modules constituants le Turbo-�egaliseur et nous proposons d'en analyser les per-
formances . Ainsi les performances d�ependent du canal de transmission et caract�erisons l'e�et
Turbo comme le gain apport�e d'une it�eration �a l'autre. Nous nous int�eressons alors aux facteurs
qui in
uencent d'une part le d�eclenchement de cet e�et et d'autre part la valeur du gain Turbo
(ou l'e�et d'avalanche).

Ayant caract�eris�e les performances du Turbo-�egaliseur, notre attention se porte, dans le
quatri�eme chapitre, sur leur analyse. Ainsi, nous souhaitons mettre en �evidence la perte due
uniquement au traitement it�eratif. Pour ce faire, nous calculons une borne pour le r�ecepteur
optimal conjoint d'�egalisation et de d�ecodage. La di��erence entre cette borne et les performances
du Turbo-�egaliseur montre, pour un canal donn�e, la perte due uniquement au traitement sous
optimal. Dans un d�eveloppement ult�erieur, nous r�epondons �a la question (( pourquoi certains
canaux ne donnent pas avec le Turbo-�egaliseur les performances optimales? )), grâce �a notre
analyse fonctionnelle. Celle-ci fournit �egalement un nouveau crit�ere de classement des canaux
pour leur traitement par un Turbo-�egaliseur.

En�n, nous proposons l'application du Turbo-�egaliseur, tel qu'il est pr�esent�e et analys�e dans
les chapitres 3 et 4, au cas d'une transmission multi-utilisateurs CDMA. Dans ce cinqui�eme
chapitre, nous consid�erons le cas diÆcile de transmissions multitrajets, di��erentes pour chaque
utilisateur et asynchrones. Le r�ecepteur Turbo g�ere les interf�erences entre symboles et entre
utilisateurs. Nous proposons une premi�ere structure Turbo et pour elle, d�e�nissons de nouveaux
�egaliseurs. De plus, pour rendre le traitement plus eÆcace nous proposons un nouveau crit�ere
d'ordre de d�emodulation pour les utilisateurs. En�n, nous am�eliorons cette premi�ere structure
sans augmenter la complexit�e de l'algorithme.
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Chapitre 1

Quelques notions de codage

Avertissement

Le pr�esent chapitre propose une br�eve introduction au codage de canal, tel que nous l'avons
utilis�e dans cette th�ese. Il ne s'agit donc pas d'une contribution au domaine du codage. En
revanche, nous pr�esentons des r�esultats classiques auxquels nous ferons r�ef�erence par la suite.

1.1 Introduction au codage de canal

Rappelons le principe fondamental de communication selon Shannon [67]. Il s'agit de retrou-
ver (exactement ou approximativement) en un point de la châ�ne, le message issu d'un autre
endroit de la même châ�ne.

Pour am�eliorer, voire rendre parfaite, la restitution du message originel, nous pouvons faire
appel �a des solutions dites physiques [49, page 9], [28, page 213] : utiliser des composants plus
�ables, augmenter la puissance �emise ou refroidir les circuits pour r�eduire le bruit thermique.
Autant de solutions qui entrâ�nent des coûts suppl�ementaires. Une autre solution consiste �a
ajouter, dans la châ�ne de communication, un ensemble codeur/d�ecodeur, de mani�ere �a d�etecter
voire corriger les erreurs. C'est �a cette solution dite codage de canal (ou codage correcteur
d'erreur) que nous nous int�eressons maintenant. Le codage a pour vocation d'am�eliorer les
performances grâce �a un ajout de redondance. Sa r�ealisation est un ensemble codeur-d�ecodeur.
Le codeur transforme la s�equence binaire en une s�equence de mots (avec ajout de redondance) ;
quant au d�ecodeur, il permet de retrouver la s�equence binaire originelle.

Il existe di��erents types de redondance. Ainsi, le codeur peut ajouter �a la s�equence binaire �a
transmettre d'autres �el�ements binaires (dits de redondance) selon une loi donn�ee. Dans ce cas,
le codage est dit binaire et le coût de l'ajout de redondance est la diminution du d�ebit utile.
Une autre mani�ere d'ajouter de la redondance est d'augmenter la taille de la modulation. Il
s'agit de modulations cod�ees, o�u le coût est alors la diminution de la r�esistance au bruit mais
o�u le d�ebit utile reste constant.

Le choix du code (binaire ou modulations cod�ees) et son optimisation d�epend en fait du canal
de transmission i.e. non seulement de la nature de l'�evanouissement mais aussi de la connais-
sance (plus ou moins compl�ete) de ces perturbations dues au canal au niveau du r�ecepteur
et/ou de l'�emetteur [14]. Ainsi, dans [69], Ungerboeck montre que la strat�egie optimale, pour
le canal gaussien sans m�emoire, est la modulation cod�ee, o�u le code est optimis�e relativement
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�a la modulation choisie.

Dans la suite, nous consid�erons un canal s�electif en fr�equence et �a bruit additif gaussien, dont
la r�eponse impulsionnelle n'est connue que du r�ecepteur. Aussi, le code sera optimis�e en fonction
de la seule perturbation connue au niveau de l'�emetteur �a savoir le bruit gaussien. La strat�egie
optimale est alors la modulation cod�ee. N�eanmoins, nous d�ecidons d'utiliser l'�emetteur o�u code
et modulation sont s�epar�es par un entrelaceur, car c'est un �emetteur couramment utilis�e dans les
normes HF. Un tel �emetteur est consid�er�e comme un standard industriel de fait. C'est pourquoi
nous nous int�eressons maintenant au codage binaire optimis�e pour un canal gaussien. Notons
que Biglieri analyse cette structure [14] et montre que la perte est n�egligeable par rapport �a
la solution optimale (modulation cod�ee) pour le canal gaussien sans m�emoire. En revanche, le
gain est consid�erable pour un canal de type Rayleigh.

En consid�erant des codes construits de mani�ere al�eatoire, Shannon montre dans [67] qu'une
transmission �able (i.e. avec une probabilit�e d'erreur arbitrairement faible) sur un canal bruyant
existe tant que son d�ebit binaire ne d�epasse pas une limite propre au canal appel�ee sa capacit�e.
Si l'existence d'un tel code permettant d'atteindre la capacit�e est prouv�ee, il reste �a le trouver.
Pour des questions de simplicit�e de mise en �uvre, les codes propos�es et �etudi�es aujourd'hui
r�esultent d'une r�egle de construction explicite. Cependant, parce qu'ils ne sont pas al�eatoires,
ils ont des propri�et�es asymptotiques moins performantes et n'atteignent pas la capacit�e de
Shannon. Ils sont n�eanmoins tr�es souvent utilis�es dans des normes (GSM par exemple). Notons
que la tr�es r�ecente d�ecouverte des Turbo-codes, a relanc�e tous ces d�ebats en proposant un
code non plus seulement optimis�e selon des crit�eres alg�ebriques (et relevant ainsi de la classe
des codes construits de mani�ere explicite) mais aussi imitant le codage al�eatoire en combinant
eÆcacement une contat�enation de codes et un entrelaceur [5, page 197].

Dans la suite de nos travaux, nous nous int�eresserons davantage �a ces Turbo codes, m�ethodes
fort novatrices de [10], lorsque nous consid�ererons le Turbo-�egaliseur (cf. Chapitres 3 & 4) puis
le r�ecepteur Turbo-CDMA (cf. Chapitre 5).

Dans cette section cependant, nous nous int�eressons aux codes binaires plus classiques. Nous
pouvons y distinguer deux grands groupes : les codes en blocs et les codes convolutifs (convo-
lutionnels, s�equentiels ou r�ecurrents). De nombreux ouvrages de r�ef�erences proposent d'excel-
lentes pr�esentations du codage. Citons par exemple [28]. Quant �a nous, nous pr�esentons ici des
r�esultats, qui nous permettront de choisir parmi ces deux grandes classes de code.

1.2 Codes en bloc lin�eaires

1.2.1 Structure d'un code bloc

L'op�eration de codage est ici r�ealis�ee par l'association d'un bloc de k bits d'information avec
un mot de code compos�e de n bits cod�es, o�u n > k pour satisfaire �a la condition de redondance.
Le code en bloc peut donc être repr�esent�e par :

code
k n

am cm

Fig. 1.1 { Codeur
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Le rendement d'un tel code binaire est d�e�ni par le rapport,

R =
k

n
:

Les mots du code sont de taille n et sont au nombre de 2k. Ils repr�esentent donc un sous-
ensemble C de taille 2k de l'ensemble de tous les n-uplets binaires possibles.

Le d�ecodage d'un tel code consiste �a trouver le mot de code le plus vraisemblable au message
re�cu r. Nous nous int�eressons dans cette th�ese aux r�ecepteurs appliqu�es aux transmissions
radiomobiles et dans ce cas, un mod�ele possible est celui du canal sans m�emoire �a bruit additif
gaussien. Avec l'hypoth�ese d'un tel canal, le mot de code le plus vraisemblable est le mot de
code ĉ le plus proche du mot re�cu r au sens de la distance euclidienne :

ĉ = argminfc2CgdE(r; c): (1.1)

Rappelons que si le canal est binaire sans m�emoire sym�etrique, la r�egle de d�ecodage d�epend
alors de la distance de Hamming [28, page 223] :

ĉ = argminfc2CgdH(r; c): (1.2)

Cependant, le cas du canal binaire sym�etrique est tr�es particulier et nous pr�ef�erons le cadre
d'un canal gaussien sans m�emoire, qui s'applique au cas des transmissions radiomobiles.

1.2.2 Crit�ere d'optimisation d'un code bloc

D'apr�es la r�egle de d�ecodage (1.1), la distance euclidienne entre les mots du code s'av�ere
être un param�etre pertinent pour mesurer l'aptitude d'un code �a prot�eger des erreurs. Ainsi,
la distance minimale entre les mots du code devient un moyen d'�evaluer les performances d'un
code :

dmin = minfc;c02Cg;c6=c0dE(c; c
0):

D�es lors, pour optimiser un tel code en bloc, il suÆt de maximiser cette distance minimale dmin.

Notons que cette distance minimale v�eri�e :

dmin � n� k: (1.3)

1.3 Codes convolutifs

1.3.1 Structure d'un code convolutif

Comme pour les codes en bloc, les codes convolutifs sont r�egis par une relation entr�ee/sortie
qui associe (�a chaque coup d'horloge) k bits d'information �a n bits cod�es formant ainsi un
mot de code. En revanche, cette relation utilise un e�et de m�emoire car le codeur est compos�e
d'un registre �a d�ecalage de K blocs, o�u chaque bloc contient k bits. A chaque coup d'horloge,
K � 1 blocs sont d�ecal�es et un bloc de k nouveaux bits d'information alimente le registre. K
est appel�ee la longueur de contrainte et K � 1 la m�emoire du code.

Il existe di��erents types de codes convolutifs. Le code est syst�ematique lorsque les k bits sont
recopi�es parmi les n bits cod�es et non syst�ematique sinon. La Figure 1.2 pr�esente l'exemple
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d'un tel code syst�ematique avec k = 1, n = 2 et K = 7. Chaque bô�te repr�esente une m�emoire
de 1 bit, o�u D est une variable correspondant �a l'op�erateur retard. D �equivaut �a z�1 dans
la transform�ee en z [28, page 243] tel que : Dnam = am�n. Puis, les bits cod�es sont obtenus
par addition modulo 2 des bits d'information. Ces additions sont d�e�nies par des polynômes
fonction de D et appel�es polynômes g�en�erateurs du code. En g�en�eral, ces polynômes sont d�e�nis
en octal. Ainsi, dans notre exemple les polynômes valent :

g1 = [1000000] = 100(octal) ! c2m+1 = G1(D)am = am

g2 = [1111001] = 171(octal) ! c2m = G2(D)am = (1 +D +D2 +D3 +D6)am

D D D D D Dam

c2m

c2m+1

Fig. 1.2 { Codeur syst�ematique non r�ecursif (k = 1; n = 2; K = 7).

1.3.2 Crit�ere d'optimisation d'un code convolutif

Comme dans le cas des codes en bloc et pour un canal gaussien sans m�emoire, les performances
�a fort rapport signal �a bruit des codes convolutifs sont d�etermin�ees par une distance minimale,
qui est appel�ee distance libre dfree (pour free distance) de mani�ere �a la distinguer de la distance
minimale d�e�nie plus haut et relative aux codes en bloc.

La distance libre d'un code convolutif est la plus petite distance de Hamming qui existe entre
deux chemins qui divergent et convergent vers le même �etat. De plus, les codes convolutifs �etant
lin�eaires, cette distance libre est aussi �egale au poids minimal des chemins qui divergent depuis
un même �etat et convergent vers le même �etat [28, page 253]. Aussi, les codes convolutifs sont
construits de mani�ere �a maximiser cette distance libre.

Ainsi, pour obtenir de meilleures performances, il faut augmenter sa distance libre. Une
premi�ere approche consiste �a augmenter la longueur de contrainte ce qui s'accompagne d'un
accroissement de la complexit�e du d�ecodage. Une autre m�ethode consiste �a consid�erer des
codes non-syst�ematiques. En e�et, un r�esultat classique est que les codes non-syst�ematiques
(et non-r�ecursifs) ont de meilleures performances �a fort rapport signal �a bruit que les codes
syst�ematiques (et non-r�ecursifs), puisque leur longueur de contrainte est plus grande [74, page
251]. L'un des codes convolutifs non-syst�ematiques de longueur de contrainte K = 7, de rende-
ment R = 1=2 et maximisant cette distance, qui vaut alors dfree = 10 est repr�esent�e �a la Figure
1.3 et d�e�ni [56, page 493]. Ce code a pour polynômes g�en�erateurs

g1 = [1011011] = 133(octal) ! c2m+1 = G1(D)am = (1 +D2 +D3 +D5 +D6)am

g2 = [1111001] = 171(octal) ! c2m = G2(D)am = (1 +D +D2 +D3 +D6)am

En revanche, les codes non-syst�ematiques pr�esentent de moins bonnes performances que leurs
concurrents syst�ematiques �a faible rapport signal �a bruit.
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D D D D D Dam

c2m

c2m+1

Fig. 1.3 { Codeur non syst�ematique non r�ecursif (k = 1; n = 2; K = 7).

D D D D D D

c2m

c2m+1

am

Fig. 1.4 { Codeur syst�ematique r�ecursif (k = 1; n = 2; K = 7).

Berrou & Glavieux proposent dans [12] une alternative int�eressante entre les deux pr�ec�edents
codes : le code r�ecursif syst�ematique. En e�et, dans le code (Figure 1.3), il n'y a pas de retour de
la sortie des registres vers l'entr�ee du codeur. Ce type de code est appel�e non-r�ecursif. A partir
de ce code, il est possible de construire une version r�ecursive en divisant chacun des polynômes
par G2(D) par exemple (cf. Figure 1.4). Ceci ne change pas les propri�et�es alg�ebriques du code.
Ainsi la distance libre reste inchang�ee et vaut toujours 10. Mais comme nous l'avons rappel�e en
introduction (cf. paragraphe 1.1), les seules propri�et�es alg�ebriques ne suÆsent pas �a d�eterminer
un bon code et cette structure r�ecursive permet d'obtenir de meilleures performances �a faible
rapport signal �a bruit (RSB) comme le montre la Figure 1.5, tout en maintenant les mêmes
performances �a fort RSB.

Notons de plus, que pour un code convolutif on peut avoir :

dfree � n;

alors que la distance minimale d'un code en bloc est born�ee par n� k (cf. Equation 1.3).

1.4 Choix d'une classe de codes

Nous souhaitons pr�esenter dans cette partie les principales raisons qui nous ont permis de
choisir entre les codes bloc et les codes convolutifs. Ces raisons reposent essentiellement sur la
facilit�e �a r�ealiser un d�ecodage pond�er�e.
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Fig. 1.5 { Performances des codes r�ecursif syst�ematique et non-syst�ematique de mêmes ca-
ract�eristiques : k = 1; n = 2; K = 7.

1.4.1 D�e�nition du Eb

N0

utile

Les performances de tout r�ecepteur sont �evalu�ees en fonction des caract�eristiques du canal de
transmission : �a savoir sa largeur de bande mais aussi le rapport signal �a bruit de la transmission.

Consid�erons un signal �emis dans une bande de fr�equence B apr�es mise en forme (demi-
Nyquist) avec une puissance S. Le canal de transmission ajoute un bruit gaussien complexe de
densit�e spectrale N0 (cf. Figure 1.6).

B

N0

S

Fig. 1.6 { Spectre du signal utile et du bruit.

Le rapport signal �a bruit (RSB) dans la bande utile est

RSB =
S

N0B
:

Soit Eb, transmis l'�energie par bit transmis i.e.

Eb, transmis = S
1

D
= STbit transmis; (1.4)

o�u D est le d�ebit de bits transmis. D�es lors, nous pouvons �ecrire le rapport
E
b, transmis

N0
en

fonction du RSB, du d�ebit transmis D et de la bande de fr�equence utilis�ee B :

Eb, transmis
N0

=
S

N0B| {z }
RSB

B

D
=

S

N0D
:
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A�n de comparer les codes entre eux, il est important de d�e�nir une �energie par bit utile i.e.
par bit d'information :

E
b, utile = STbit utile = S

Tbit transmis
R

=
Eb, transmis

R
: (1.5)

Pour simpli�er les notations, comme les bits transmis correspondent aux bits cod�es, nous notons
Ec = Eb, transmis. Quant �a l'�energie par bit utile E

b, utile, nous la notons Eb. Aussi, nous

obtenons le r�esultat classique [56, page 436] :

Eb

N0
=

1

R

Ec

N0
: (1.6)

Aussi, en repr�esentant les performances d'un code en fonction de Eb
N0

qui ne d�epend pas du
rendement du code, il est alors possible de comparer des codes avec des rendements di��erents.

1.4.2 Crit�eres de comparaison et choix

Dans la Turbo-�egalisation [43], sujet de cette th�ese, le d�ecodeur ne fournit pas seulement une
estimation des bits d'information mais aussi une information pond�er�ee relative aux bits (( re- ))

cod�es du fait de la structure it�erative. En e�et, le gain est substantiel lorsque le d�ecodage a lieu
�a entr�ee pond�er�ee et non entr�ee d�ecid�ee [28, page 257]. Il en est de même pour l'�egaliseur des
it�erations p > 1, qui gagne �a être aliment�e par des sorties pond�er�ees du d�ecodeur.

L'algorithme de d�ecodage de Bahl et al. [3] fournit une information pond�er�ee �able de chaque
symbole sous la forme d'une probabilit�e a posteriori :

P (am = 1jr) et P (am = 0jr) (1.7)

o�u am est le bit utile qu'on cherche �a estimer et r la s�equence bruit�ee re�cue. Pour tout code
pouvant être mis sous forme de treillis, cet algorithme �egalement appel�e algorithme de d�ecodage
selon le maximum a posteriori (MAP) fournit les probabilit�es 1.7. Notons que les codes convo-
lutifs [25] comme les codes en blocs lin�eaires [79] peuvent être �ecrits selon une structure treillis.
Ainsi, tant que les codes convolutifs �etaient les seuls codes �a pourvoir être mis sous forme de
treillis, ils �etaient sup�erieurs aux codes en blocs car ils �etaient les seuls codes �a pouvoir être
d�ecod�es de mani�ere optimale par l'algorithme de Viterbi, ce qui n'est plus vrai depuis 1978.
Aussi, les raisons qui nous ont amen�ees �a pr�ef�erer les codes convolutifs sont plus historiques
que objectives. L'algorithme MAP a �et�e originellement propos�e pour les codes convolutifs [3]
et d'autre part les codes en blocs lin�eaires pr�esentent la diÆcult�e suppl�ementaire d'avoir un
treillis qui varie au cours du temps. D'autre part, nous avons repris la d�emarche des chercheurs
de l'ENST Bretagne. Les Turbo-codes ont d'abord �et�e invent�es avec des codes convolutifs [10]
et seulement ensuite avec des codes en blocs [57]. De plus, nous partions des travaux de C.
Laot, qui consid�erait des codes convolutifs.

Nous consid�erons donc ici les codes convolutifs. De plus, fort des r�esultats pr�ec�edents sur
les codes convolutifs (cf. paragraphe 1.3.2), nous avons choisi le plus performant (�a complexit�e
�egale i.e. �a longueur de contrainte �egale et �a même nombre de bits d'information k) �a savoir un
code r�ecursif syst�ematique. Cependant, les analyses et algorithmes que nous avons consid�er�es
se transposent ais�ement au cas de codes en blocs. Dans ce travail, nous n'avons pas chercher �a
optimiser le choix du codeur.
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1.5 Performances asymptotiques des codes convolutifs

Dans cette partie, nous rappelons les grandes lignes de la d�emonstration tr�es classique du
calcul des performances d'un code convolutif �a entr�ee pond�er�ee [56, page 486]. Nous consid�erons
ici le cas d'une modulation de phase binaire (ou BPSK, Binary Phase Shift Keying) o�u la
d�emodulation est coh�erente. Ce r�esultat sera utilis�e dans la section 4.2 pour calculer des bornes
de r�ecepteur d'�egalisation et de d�ecodage conjoints.

1.5.1 Performances sur le canal additif blanc gaussien non cod�e

Nous rappelons tout d'abord que, dans le cas d'une modulation binaire transmise sans codage
sur un canal �a bruit additif blanc gaussien (BABG), [56, page 258] montre que la probabilit�e
d'erreur est :

Pb;BABG = Q

 s
2Eb

N0

!
; (1.8)

avec

Q(x) =
1p
2�

Z +1

x
e�

t2

2 dt:

1.5.2 Fonction de transfert et performances d'un code convolutif

Avant d'�evaluer les performances du code convolutif, il nous faut tout d'abord introduire la
fonction de transfert du code T (D;N). Nous ne souhaitons pas ici (( re- )) d�emontrer cette
fonction mais plutôt en proposer une interpr�etation.

La fonction de transfert du code T (D;N) d�ecrit toutes les s�equences possibles d'un code
qui partent d'un �etat et reviennent au même. De ce fait, comme nous le montrons ci-dessous,
ce polynôme permet d'obtenir une borne sup�erieure de la probabilit�e d'erreur en sortie du
d�ecodeur lorsque la probabilit�e d'erreur d'un symbole entrant est D.

Comme les codes convolutifs sont lin�eaires, sans perte de g�en�eralit�e, nous pouvons calculer
cette probabilit�e d'erreur en consid�erant que la s�equence transmise est la s�equence tout-0. D�es
lors toute s�equence divergeant et convergeant vers l'�etat 0 est une s�equence d'erreur. L'ensemble
de ces s�equences sont sch�ematis�ees dans le diagramme d'�etat [56, page 477].

Chaque branche du diagramme repr�esente la transition entre deux �etats et correspond �a un
mot cod�e de poids d (i.e. qui contient d bits erron�es valant 1). Cette branche est alors indic�ee par
Dd. Finalement, un chemin est l'accumulation de ces branches et on lui associe la multiplication
des contributions de chaque branche. Ceci car la probabilit�e d'erreur entre 2 s�equences cod�ees
distantes de d peut être born�ee par Dd avec D = e�EbR=N0 [56, page 487], o�u Eb=N0 est d�e�ni
Section 1.4.1 et o�u R est le rendement du code.

En e�et, d'apr�es (1.8), la probabilit�e d'erreur r�esultant de la comparaison 2 �a 2 de 2 s�equences
cod�ees d'�energie binaire Ec et di��erant en d bits vaut :

P2(d) = Q

 s
2Ec

N0

d

!
= Q

 s
2Eb

N0

Rd

!
� e

�
Eb
N0

Rd
= Ddj

D=e
�
Eb
N0

R
:

T (D;N) d�ecrit toutes les s�equences possibles du code divergeant et convergeant vers le même
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�etat :

T (D;N) =
1X

d=dfree

adD
dNf(d)

avec ad le nombre de chemins de poids d et f(d) le nombre de bits d'information erron�es (i.e.
valant 1).

Le calcul du polynôme se fait alors �a partir du diagramme d'�etat du code, qui d�enombre
toutes les s�equences possibles. La Figure 1.7 pr�esente ce diagramme pour le code de rendement
1=3, de longueur de contrainte 3 et de polynômes (4,5,7).

a c b e

d

JND

JND3 JD2

JDJND2

JD

JND2

Fig. 1.7 { Diagramme du code

La probabilit�e d'erreur en sortie du d�ecodeur est alors born�ee :

PBABG cod�e <
1X

d=dfree

adQ

 s
2
Eb

N0
Rcd

!

Il s'agit bien d'une borne car les di��erents �ev�enements dans P2(d) ne sont pas ind�ependants et
la somme est r�ealis�ee avec d ! 1 alors qu'en pratique les tailles de bloc sont tronqu�ees. La
probabilit�e d'erreur binaire en sortie du d�ecodeur est born�ee :

Pb;BABG cod�e <
1

k

1X
d=dfree

adf(d)Q

 s
2
Eb

N0
Rcd

!
: (1.9)

1.5.3 Gain de codage

Le gain de codage est d�e�ni comme le gain asymptotique (i.e. �a fort rapport signal �a bruit)
qu'un code peut apporter par rapport �a une transmission sans codage. Lorsque Eb

N0
tend vers

1, la borne d�e�nie dans (1.9) est domin�ee par le premier terme :

Q

 s
2
Eb

N0

Rcdfree

!
:

Cette nouvelle borne est �a comparer avec la probabilit�e d'erreur binaire d'une transmission
non-cod�ee (1.8). Le gain de codage est alors la distance en d�ecibel entre les 2 courbes :

gain de codage = 10 log10(Rcdfree); (1.10)

et on a, �a fort RSB :

Pb;BABG cod�e = Pb;BABG(RSB + gain de codage):
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1.6 Entrelacement

Un codeur est rarement utilis�e seul. En e�et, pour atteindre le gain de codage, il est important
d'utiliser un entrelaceur.

Lorsque le canal subit des �evanouissements de type Rayleigh, ou bien lorsque le d�ecodeur est
plac�e apr�es un �egaliseur, des paquets d'erreurs surviennent et il est important de diss�eminer les
erreurs [56, page 468]. Ceci peut être r�ealis�e par l'entrelacement.

De plus, nous avons consid�er�e ici des codes optimis�es pour des canaux de transmissions, o�u
les �echantillons de bruit qui a�ectent les donn�ees cod�ees sont d�ecorr�el�es [56, page 484]. Si le
d�ecodeur est plac�e apr�es un �egaliseur, cette hypoth�ese n'est pas v�eri��ee et le d�esentrelaceur
plac�e en amont du d�ecodeur assure une certaine d�ecorr�elation du bruit. La d�ecorr�elation serait
parfaite si l'entrelaceur �etait de taille in�nie et si la r�egle de lecture de l'entrelaceur �etait
al�eatoire, conditions qui pour des raisons d'impl�ementation ne peuvent être satisfaites. En
e�et, la taille de la m�emoire n�ecessaire est alors trop importante et l'entrelaceur apporte un
retard, qui ne peut être ind�e�niment grand dans une application temps-r�eel.

N�eanmoins, la d�ecorr�elation du bruit en entr�ee du d�ecodeur n'est pas une condition d'optimi-
sation du code mais plutôt une contrainte impos�ee au d�ecodeur, ce qui limite les performances
du code. En fait, il est possible d'int�egrer dans le calcul de la distance une �eventuelle corr�elation
du bruit, comme [68] le propose pour l'�egaliseur de Viterbi.

1.7 Conclusion

Dans le pr�esent chapitre, nous avons pr�esent�e les codes dits alg�ebriques, �a savoir les codes en
bloc et les codes convolutifs. Nous avons ensuite pr�esent�e les propri�et�es de ces codes de mani�ere
�a pouvoir les distinguer et choisir ainsi dans la suite de cette th�ese une famille de codes. Notre
choix s'est port�e sur les codes convolutifs, car les algorithmes de d�ecodage �a sortie pond�er�ee sont
plus ais�es pour ces codes dont le treillis est �xe, alors que le treillis des codes bloc varie au cours
du temps. Puis, parmi les codes convolutifs, nous avons choisi les codes r�ecursifs syst�ematiques,
qui, �a complexit�e �egale, donnent les meilleures performances. En�n, nous avons montr�e que
le gain d'un codeur de type alg�ebrique d�epend directement de la pr�esence d'un entrelaceur,
celui-ci diss�eminant les erreurs qui arrivent par paquet �a la sortie d'un �egaliseur ou apr�es un
canal de Rayleigh.
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Chapitre 2

De l'�egalisation

2.1 Introduction

Dans le chapitre pr�ec�edent, nous avons pr�esent�e le codage de canal en tant que technique
pouvant prot�eger voire corriger des erreurs dues aux perturbations apport�ees par le canal de
transmission. Cependant, il existe un type de canal appel�e s�electif en fr�equence et qui apporte de
l'interf�erence dite interf�erence entre symboles, que le d�ecodeur ne peut pallier. Ces interf�erences
tr�es sp�eci�ques sont compens�ees grâce aux techniques dites d'�egalisation.

Nous nous proposons, dans ce chapitre, de rappeler les caract�eristiques d'un canal de trans-
mission s�electif en fr�equence. Pour �xer les id�ees, nous pr�esenterons deux applications, o�u les
causes engendrant la s�electivit�e sont di��erentes. Puis, nous proposerons un mod�ele discret de
canal s�electif, qui nous permettra d'introduire la probl�ematique de l'�egalisation num�erique.
Nous attacherons une attention toute particuli�ere �a la d�e�nition de ce mod�ele, qui peut être
�equivalent �a la transmission analogique et dans ce cas sans perte d'information (statistiques
suÆsantes), ou bien avec perte d'information.

Fort de ce mod�ele, nous pourrons alors pr�esenter les grandes familles d'�egaliseur. Nous pro-
posons ici une classi�cation des �egaliseurs selon la pr�esence ou non d'une contrainte sur leur
structure, puis selon le crit�ere d'optimisation choisie. Cette pr�esentation nous semble impor-
tante, car elle nous permettra de comparer les �egaliseurs utilis�es dans les r�ecepteurs Turbo aux
�egaliseurs plus classiques, que nous pr�esentons ici.

Une derni�ere partie plus originale sera consacr�ee �a une �etude de cas. Nous analyserons
di��erents canaux de transmission et proposerons une notion de diÆcult�e �a �egaliser.

2.2 Le canal de transmission

Dans cette partie, nous souhaitons caract�eriser plus avant les perturbations que peut apporter
le canal de transmission.
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2.2.1 Mod�ele du canal

Soit une s�equence de symboles utiles dn issus d'un alphabet de taille �nie et �emise �a la
fr�equence symbole 1=Ts :

d(t) =
X
n

dnÆ(t� nTs) (2.1)

Ce signal d(t) est alors transmis selon la châ�ne de la Figure 2.1. A l'�emission, ce signal est
�ltr�e par un �ltre dit de mise en forme ou d'�emission, de r�eponse impulsionnelle fe(t) et de gain
complexe Fe(f), puis son spectre est d�ecal�e en fr�equence autour d'une fr�equence centrale f0.

fe(t) C(f) fr(t)

ejf0t e�jf0t�'0

r(t)

Ts

rn

b(t)

d(t)

Fig. 2.1 { Châ�ne de transmission num�erique sur canal s�electif en fr�equence.

Le canal de transmission suppos�e invariant dans le temps, est repr�esent�e par son gain com-
plexe C(f) et ajoute un bruit blanc gaussien b(t). Au niveau du r�ecepteur, le signal est replac�e
en bande de base puis �ltr�e par un �ltre de r�eponse impulsionnelle fr(t), �ltre adapt�e au �ltre
d'�emission en bande de base (pour r�ealiser le partage optimal entre �emission et r�eception [28,
page 61], qui maximise le rapport signal �a bruit). Ensuite, le signal ainsi �ltr�e est �echantillonn�e
au rythme symbole 1=Ts (ou �a un rythme sup�erieur).

La relation qui lie le signal utile au signal re�cu dans le domaine fr�equentiel est :

R(f) = H(f)D(f) +W (f), avec H(f) = Fe(f)Cbb(f)Fr(f) (2.2)

o�u Cbb est le canal �equivalent en bande de base et W (f) le bruit en bande de base �ltr�e par le
�ltre de r�eception. (2.2) s'�ecrit dans le domaine temporel :

r(t) = h ? d(t) + w(t) =
X
j

djh(t� jTs) + w(t):

Apr�es �echantillonnage au rythme symbole et �a l'instant optimal d'�echantillonnage, on obtient :

rn =
X
j

hjdn�j + wn: (2.3)

un mod�ele discret du canal de transmission. Notons que les �echantillons wn sont suppos�es
d�ecorr�el�es car issus (en g�en�eral) d'un �ltre demi-Nyquist en cosinus sur�elev�e (Fr(f)).

Les canaux que nous consid�erons ici ont une att�enuation non-constante dans la bande utile
et/ou un d�ephasage non-lin�eaire. Ils appartiennent �a la classe des canaux s�electifs en fr�equence,
que nous caract�erisons plus avant dans la section suivante et leur r�eponse impulsionnelle contient
plusieurs coeÆcients non nuls. Selon le mod�ele (2.3), un �echantillon re�cu contient la contribu-
tion du symbole d'int�erêt sous la forme h0dn mais aussi la contribution d'autres symboles qui
repr�esente l'interf�erence entre symboles (IES).

�Egaliser c'est donc retrouver le symbole dn �a partir des �echantillons rn i.e. s'a�ranchir des
e�ets de l'interf�erence due au canal de transmission.
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2.2.2 Canaux s�electifs en fr�equence

Consid�erons une modulation num�erique binaire dont le temps symbole est Ts. Pour conclure
�a la s�electivit�e en fr�equence du canal, il faut comparer ce temps symbole �a la donn�ee critique
qui permet de caract�eriser un canal et qui s'appelle l'�etalement temporel du canal Tm [56, page
763] (delay time spread ou multipath spread dans le cas d'un canal discret). Nous supposons
dans la suite le canal invariant dans le temps.

Il existe di��erentes d�e�nitions pour cet �etalement. Ainsi, si le canal est sp�eculaire, l'�etalement
temporel du canal Tm n'est autre que la longueur de la r�eponse impulsionnelle i.e. l'�ecart
temporel entre l'instant d'arriv�ee du premier trajet et celui du dernier. Le canal est dit s�electif
en fr�equence si Tm > Ts.

En revanche, si le canal n'est pas sp�eculaire, la d�e�nition pr�ec�edente ne peut être appliqu�ee.
Il existe alors une d�e�nition qui consiste �a prendre l'�ecart type des retards en prenant comme
densit�e de probabilit�e, l'�energie moyenne des trajets [72, page 48]. Dans ce cas, nous notons
l'�etalement temporel TRMS

m , o�u RMS signi�e root mean square. Ainsi, TRMS
m donne l'intervalle

temporel, o�u l'�energie du canal est non n�egligeable, ce qui permet de s'a�ranchir des faibles
coeÆcients de la r�eponse impulsionnelle. Le canal est alors dit s�electif en fr�equence si Ts � TRMS

m .
Si, Ts � TRMS

m (on prend en g�en�eral Ts � 10 TRMS
m [46]), alors il ne l'est pas.

Power density Power density

t

Channel Frequency Response

short
delays

excess delays
(relative to symbol rate)


at fading

long delays

frequency
(relative to bandwith)

Channel Impulse Response

TRMS
m freq. selective fading

1
TRMS
m

Fig. 2.2 { Caract�erisation d'un canal s�electif en fr�equence.

Pour l'interpr�etation fr�equentielle du canal s�electif en fr�equence, nous introduisons la notion
de bande de coh�erence qui est environ l'inverse de l'�etalement temporel : (�f)c � 1=Tm. D'autre
part, la modulation num�erique lin�eaire est caract�eris�ee par la bande du signal utile, dont l'ordre
de grandeur est 1=Ts [56, pages 204-209]. Alors, si 1=Ts � (�f)c, le canal est dit s�electif en
fr�equence. Si 1=Ts � (�f)c, le canal est dit �a �evanouissement plat ou 
at fading.

La Figure 2.2 pr�esente ces notions d'�etalement temporel et de bande de coh�erence et montre
un cas de canal s�electif en fr�equence et un autre cas de canal �a �evanouissement plat.

Notons que la s�electivit�e en fr�equence r�esulte de l'observation de la fonction de transfert du
canal de transmission mais ne d�ecrit pas la cause qui cr�ee cette s�electivit�e. Nous pr�esentons
donc ci-dessous deux exemples di��erents de cas de s�electivit�e.

2.2.2.1 Transmission �laire

Dans le cas de transmission �laire, le support de transmission est par construction �a bande
limit�ee i.e. (�f)c est born�ee. Aussi, lorsqu'on cherche �a transmettre �a d�ebit 1=Ts �elev�e (cas de
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la norme ADSL par exemple), nous obtenons alors (�f)c � 1=Ts et le canal est bien s�electif
en fr�equence.

Ainsi, la limitation r�esulte ici de la nature du support de transmission �a bande limit�ee et du
d�ebit �elev�e envisag�e.

2.2.2.2 Transmission sans �l

Dans le cas des transmissions sans �l et plus particuli�erement hertziennes, le canal de trans-
mission analogique est multitrajets par nature. Ainsi, pour des communications dans la bande
HF (3-30 Mhz), le signal �emis se r�e
�echit sur l'ionosph�ere. De part les irr�egularit�es de cette
couche ionosph�erique, la r�eponse impulsionnelle contient en g�en�eral 2 �a 3 trajets espac�es de 1
�a 10 ms. Avec un d�ebit binaire de 2400 Bd, le temps symbole vaut Ts ' 0:4ms et avec Tm = 1
�a 10ms, le canal est bien s�electif en fr�equence car Tm

Ts
' 40 �a 400.

En revanche, pour les transmissions VUHF comme les communications radio-mobiles (900-
1800 MHz), le signal transmis subit des r�e
exions (bâtiments, ...) multiples (cf. Figure 2.3). En
milieu urbain par exemple, la r�eponse impulsionnelle s'�etale sur 5 �a 6 temps symbole Ts et le
canal est bien s�electif en fr�equence.

Aussi, la limitation ne r�eside pas dans la bande mais dans la pr�esence intrins�eque de multi-
trajets (i.e. Tm �). Aussi, lorsqu'on cherche �a transmettre �a haut d�ebit, on a Tm � Ts et le
canal est bien s�electif en fr�equence.
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Fig. 2.3 { Transmission sans �l et r�e
exions causant des multitrajets.

2.2.3 Mod�ele discret �equivalent du canal et statistiques suÆsantes

Fort du mod�ele discret d�e�ni en (2.3), une question l�egitime se pose d�esormais : l'ensemble des
�echantillons frng contient-il toute l'information du signal r(t) utile �a la d�etection des symboles
dn ? Dans l'aÆrmative, l'ensemble frng constitue un r�esum�e exhaustif [75, page 8] (ou des
statistiques suÆsantes [74, page 55]) de l'information contenue dans r(t).

Cette notion de statistiques suÆsantes est donc fondamentale car elle assure que l'�echantillonnage
n'occasionne aucune perte d'information. Il nous parâ�t donc important de pr�eciser plus avant
cette notion.

Notons que cette notion d�epend directement de l'instant et du rythme d'�echantillonnage,
mais aussi du traitement utilis�e au cours de la r�eception apr�es �echantillonnage.

Ainsi, Forney montre dans [24] que, pour le r�ecepteur de Viterbi, optimal au sens du maximum
de vraisemblance par s�equence, les �echantillons de sortie du �ltre adapt�e au canal et �a l'�emission,
blanchi 1 et au rythme symbole 1=Ts constituent des statistiques suÆsantes. Puis, en 1974,

1. Le blanchiment est r�ealis�e �a l'aide du �ltre r�esultant de la factorisation forte de l'autocorr�elation associ�ee



2.3. PR�ESENTATION DES �EGALISEURS 31

Ungerboeck [68] montre que la sortie du �ltre adapt�e (i.e. adapt�e �a fe(t) et au canal en bande
de base cbb(t)) au même rythme symbole 1=Ts suÆt pour ce même r�ecepteur.

Dans le cas de l'�egaliseur DFE (decision feedback equalizer), Bel�ore & Park montrent dans
[8], que le �ltre avant optimal (avant �echantillonnage) est le �ltre adapt�e blanchi 2 suivi d'un
�echantillonnage au temps symbole Ts, si le crit�ere utilis�e est Zero Forcing et si le nombre de
coeÆcients du �ltre retour tend vers l'in�ni. Ce �ltre adapt�e blanchi fournit donc aussi des
statistiques suÆsantes.

Il est alors possible de se donner un mod�ele de canal discret �equivalent, proche de (2.3) :

rn =
X
j

fjdn�j + wn: (2.4)

mais o�u f contient les �ltres d'�emission et de r�eception, le canal de propagation et son �ltre
adapt�e (i.e. l'autocorr�elation du canal) et �eventuellement le blanchiment du bruit.

Notons que le traitement par �ltre adapt�e au canal de transmission n'est en g�en�eral pas
e�ectu�e car il n�ecessite la connaissance analogique de ce canal. En revanche, un traitement
�equivalent (i.e. sans perte d'information) peut être e�ectu�e num�eriquement mais �a un rythme
d'�echantillonnage plus �elev�e [44, page 482]. Ces �egaliseurs sont dits fractionn�es. Dans cette
th�ese, nous nous placerons plutôt dans le cas o�u aucune de ces op�erations n'est e�ectu�ee : pas de
�ltre analogique adapt�e (�eventuellement blanchi) et �echantillonnage au rythme symbole. Nous
consid�ererons donc le mod�ele (2.3). Ainsi, nous nous donnerons des r�eponses impulsionnelles
hj, qui ne correspondent pas �a des �ltres adapt�es ni �a des �ltres adapt�es blanchis.

De plus, nous supposons les processus al�eatoires dn et wn centr�es, stationnaires fortement,
identiquement distribu�es et blancs, de puissances respectives �2d et �

2
w. Le bruit wn est suppos�e

de loi gaussienne et ind�ependant de dn. Notons que ce mod�ele n'est pas toujours �a statistiques
suÆsantes (sauf si le canal analogique en bande de base a des trajets espac�es exactement d'un
temps symbole) et qu'alors nous ne serons pas en mesure de quanti�er la perte d'information.

Nous nous donnons dans la suite le mod�ele discret du canal :

rn =
LX
j=0

hjdn�j + wn , R(z) = H(z)D(z) +W (z): (2.5)

o�u h d�e�nit une r�eponse impulsionnelle de taille L et w un bruit blanc gaussien.

Pour la suite, nous introduisons ici la factorisation forte de l'autocorr�elation du canal H(z)
en fonction du �ltre causal stable h+(z) d'inverse causal stable.

�h(z) = H(z)H�
�
1

z�

�
= H+(z)H

�
+

�
1

z�

�
: (2.6)

H+(z) est un �ltre causal �a minimum de phase.

2.3 Pr�esentation des �egaliseurs

Consid�erons le mod�ele discret d'un canal de transmission (2.5). Ce mod�ele fournit une relation
entr�ee/sortie entre les symboles �emis dn et les �echantillons re�cus rn. L'�egalisation est l'op�eration

�a Fe(f)Cbb(f).
2. Le même traitement que [24].
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qui consiste �a retrouver la s�equence dn �a partir de la s�equence rn. Pour ce faire, un �egaliseur
optimise un crit�ere donn�e.

Parmi les �egaliseurs classiques existants, nous pouvons distinguer deux familles d'�egaliseurs.
Les premiers optimisent un crit�ere sans aucune contrainte relative �a la structure (cf. Section
2.3.1). En revanche, les seconds s'imposent une structure (cf. Section 2.3.2) souvent �a base de
�ltres. Dans tous les cas, nous supposons disposer d'une s�equence d'apprentissage suÆsamment
longue pour estimer la r�eponse impulsionnelle du canal fhjg de taille �nie. Dans ce qui suit,
nous supposerons le canal connu.

2.3.1 �Egaliseur �a structure non-impos�ee

Lorsqu'aucune contrainte structurelle n'est impos�ee �a l'�egaliseur, il est alors possible de
r�esoudre le probl�eme de l'�egalisation au sens du Maximum a posteriori (MAP) i.e. trouver
un estimateur des symboles �emis connaissant les �echantillons re�cus. Il est alors possible de dis-
tinguer deux crit�eres MAP. Lorsque ce crit�ere est d�e�ni par s�equence, il conduit �a l'algorithme
de Viterbi [24, 25]. En revanche, s'il est par symbole, l'algorithme obtenu est l'algorithme dit
de Bahl et al. ou aller-retour (pour Forward-Backward) [3, 76].

2.3.1.1 Maximum a posteriori par s�equence

Nous pr�esentons ici le c�el�ebre algorithme de Viterbi qui minimise la probabilit�e d'avoir une
erreur dans la s�equence d�ecid�ee [24] et que nous appelons la probabilit�e d'erreur s�equence.

L'�etape pr�ealable �a l'algorithme de Viterbi proprement dit est le �ltrage des �echantillons
re�cus. Consid�erons le mod�ele discret du canal 2.5, o�u le �ltrage adapt�e blanchi analogique n'a
pas �et�e r�ealis�e (cf. Section 2.2.3). [44, page 481] propose de remplacer le �ltre analogique optimal
par le �ltre num�erique apr�es �echantillonnage au temps symbole :

F (z) = H�
�
1

z�

�
1

H�
+

�
1
z�

� :
Notons que ce �ltre est, �a un facteur de normalisation pr�es h+0, le �ltre avant de l'�egaliseur
DFE avec crit�ere for�cage �a z�ero pr�esent�e Section 2.3.2.2.1. Il contient le �ltrage adapt�e au canal
avec H�

�
1
z�

�
mais aussi le blanchiment du bruit avec 1

H�
+( 1

z� )
, o�u H+ est la factorisation forte

de l'autocorr�elation du canal H(z) :

H(z)H�
�
1

z�

�
= H+(z)H

�
+

�
1

z�

�
:

A la sortie de ce �ltre, nous obtenons :

zn =
LX
j=0

h+jdn�j + bn , R(z) = H+(z)D(z) +B(z); (2.7)

o�u bn est un bruit gaussien (car issu du �ltrage de wn lui-même gaussien) et blanc grâce au
blanchiment. Notons que le blanchiment n'est en g�en�eral pas utile car l'algorithme de Viterbi
peut int�egrer une corr�elation du bruit, comme le montre [68]. En revanche, si l'on souhaite
r�eduire le nombre d'�etats du treillis comme dans [21] en traitant les derniers trajets de la
r�eponse impulsionnelle par un DFE, il est alors indispensable de concentrer l'�energie en d�ebut de
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r�eponse impulsionnelle, ce qui est r�ealis�e �a l'aide du blanchiment, grâce auquel la concat�enation
du canal et du �ltre avant devient H+(z) un �ltre �a phase minimale.

En fait, l'algorithme de Viterbi, comme nous le pr�esentons ci-dessous, utilise la diversit�e
apport�ee par les di��erents trajets de la r�eponse impulsionnelle. Aussi, l'op�eration de �ltrage
pr�ealable n'est pas n�ecessaire sauf si nous envisageons de r�eduire la taille du treillis [21].
C'est pourquoi dans la suite nous prenons le mod�ele non �ltr�e (2.5) plutôt que (2.7). No-
tons n�eanmoins qu'un simple changement de variable permet d'utiliser le mod�ele (2.7), avec rn,
hj et wn qui deviennent alors respectivement zn, h+j et bn.

2.3.1.1.1 D�ecomposition du crit�ere

Relativement au canal (2.5), nous d�e�nissons �n un �etat �a l'instant n. Cet �etat est l'ensemble
des symboles (( pass�e )), utiles au calcul de l'�echantillon rn soit (dn�1 � � �dn�L). La transition �n en
revanche, contient tous les symboles utiles au calcul de rn, soit (dn � � �dn�L). Ainsi la transition
n'est autre que la concat�enation de l'�etat �n et du symbole courant dn. Nous supposons de
plus, que nous disposons d'une s�equence d'�echantillons re�cus de taille N + 1 r = (r0 � � � rN),
qui correspond �a l'�emission de la s�equence de symboles d = (d0 � � �dN�L�1) dont les �etats de
d�epart et d'arriv�ee sont connus du r�ecepteur et �x�es arbitrairement �a l'�etat (( tout �1 )). Ces
d�e�nitions sont r�esum�ees dans le Tableau 2.1.

�n = (dn�1 � � �dn�L) un �etat
�n = (dn � � �dn�L) une transition

d = (� � � � 1; d0 � � �dN�L�1;�1 � � �) s�equence �emise
r = (r0 � � � rN) s�equence re�cue

Tab. 2.1 { D�e�nition des �etats et transitions pour un canal s�electif en fr�equence.

Egaliser au sens du MAP par s�equence revient �a chercher la s�equence :

d̂ = arg max
d2DN�L

P (djr) ; (2.8)

o�u D est l'alphabet des symboles dn. En appliquant la r�egle de Bayes et parce que P (r) est
ind�ependant de d, on obtient :

d̂ = arg max
d2DN�L

P (r;d) = arg max
d2DN�L

P (rjd)P (d) :

Ainsi, chercher la s�equence optimale au sens du MAP est �equivalent �a chercher la s�equence qui
maximise la probabilit�e jointe. Comme le bruit de la transmission wn est blanc :

P (rjd) =
NY
n=0

P (rnjd)

Puisque la d�ependance de rn est limit�ee �a (dn � � �dn�L) = (�n+1; �n) d'apr�es le mod�ele (2.5),
nous obtenons :

P (rjd) =
NY
n=0

P (rnj�n+1; �n) :

De plus, les �etats forment un processus Markovien (par d�e�nition) et

P (d) =
NY
n=0

P (�n+1j�n) :
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D�es lors,

max
d2DN�L

P (r;d) = max
d2DN�L

NY
n=0

P (rnj�n+1; �n)
NY
n=0

P (�n+1j�n)

= min
d2DN�L

� lnP (r;d) = min
d2DN�L

NX
n=0

�(�n) (2.9)

o�u �(�n) = � lnP (�n+1j�n)| {z }
A

� lnP

0B@rnj �n|{z}
�n+1;�n

1CA
| {z }

B

(2.10)

Ainsi, le crit�ere MAP s�equence est �equivalent �a la minimisation d'une somme de m�etriques
�el�ementaires �(�n) (2.9), qui se d�ecomposent elle-mêmes en deux termes (2.10). Le premier terme
A contient une information a priori sur la source. En revanche, B caract�erise la vraisemblance
du symbole re�cu rn. Notons que lorsque les symboles �emis sont �equiprobables, A est constant
et peut donc être retir�e de la minimisation. Puis, l'algorithme de Viterbi maximise alors la
vraisemblance de la s�equence re�cue, ce qui a conduit �a nommer l'algorithme de Viterbi comme
l'estimateur s�equence au sens du Maximum de vraisemblance [56, page 584] et [24].

Notons �egalement, que dans ce cas, il n'est pas n�ecessaire de calculer toute la vraisemblance :

� lnP

0B@rnj �n|{z}
�n+1;�n

1CA =
NX
n=0

 
ln(��2w) +

krn �P hjdn�jk2
�2w

!

o�u nous consid�erons un bruit complexe de variance �2w. En e�et,

arg max
d2DN�L

� lnP

0B@rnj �n|{z}
�n+1;�n

1CA = arg min
d2DN�L

NX
n=0

krn �
X

hjdn�jk2;

= arg min
d2DN�L

NX
n=0

kXhjdn�jk2 � 2<
�
r�n(
X

hjdn�j)
�
:

Ainsi, la suppression de la constante A et la simpli�cation de la vraisemblance fournit la mini-
misation :

arg min
d2DN�L

NX
n=0

�(�n) = arg min
d2DN�L

NX
n=0

kXhjdn�jk2 � 2<
�
r�n(
X

hjdn�j)
�
:

Cette derni�ere expression permet de r�eduire signi�cativement le nombre d'op�erations. En ef-
fet, pour chacune des transitions �n nous pouvons calculer pr�ealablement kPhjdn�jk2 et
(
P
hjdn�j). Alors, il suÆt d'une multiplication et d'une addition pour obtenir une m�etrique

�(�n). De plus, nous �evitons l'estimation de la puissance du bruit �2w [45].

2.3.1.1.2 Algorithme de Viterbi

La complexit�e du traitement qui minimise la m�etrique (2.9) r�eside en le tr�es grande nombre de
s�equence �a consid�erer soit card(D)N�L, o�u card(D) est la taille de l'alphabetD des symboles dn.
L'algorithme de Viterbi consiste �a r�eduire de mani�ere astucieuse cette complexit�e de card(D)N�L
�a card(D)L, en calculant de mani�ere r�ecursive le crit�ere (2.9), que nous cherchons �a minimiser.
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1 �1

�1 1

1 1

�1�1

dn�1)�n = (dn�2;

�0 �1 �n�1 �n �n+1 �N�L �N�1 �N

�1

1

d0 = �1

d0 = 1

dn = �1

Fig. 2.4 { Treillis pour un canal de longueur L = 2 et pour une modulation binaire.

Le canal (2.5) est repr�esent�e sous forme de treillis grâce aux �etats et transitions d�e�nies dans
le Tableau 2.1.

Soit un �etat particulier �a l'instant n et not�e �n. Il existe un grand nombre de chemins dans
le treillis qui m�enent �a cet �etat. Parmi ces chemins, nous d�e�nissons le survivant comme celui
de m�etrique cumul�ee minimale et valant :

�(�n) = min
fchemin menant en �ng

n�1X
k=0

�(�k):

Pour chaque �etat �n, on d�e�nit un tel survivant et sa m�etrique associ�ee.

A l'instant n + 1, consid�erons un �etat particulier not�e �n+1. Il existe exactement card(D)
transitions �n+1 qui m�enent d'un �etat �a l'instant n vers notre �etat particulier �n+1. Les m�etriques
associ�ees �a chacune de ces card(D) transitions ont pour m�etrique :

�(�n+1) = �(�n) + �(�n):

Le survivant associ�e l'�etat �n+1 est le chemin de m�etrique minimale :

�(�n+1) = min
ftransition �n+1 menant en �n+1g

�(�n+1) = min
ftransition �n+1 menant en �n+1g

(�(�n) + �(�n)) :

(2.11)
Notons que cette minimisation (2.11) n�ecessite le calcul de card(D) fonctions �(�n) et que nous
devons poursuivre cette minimisation pour chacun des �etats �n+1 au nombre de card(D)L�1.
Finalement, nous calculons exactement card(D)L fonctions �(�n) et ce pour chaque symbole dn
au nombre de N �L. C'est exactement ici que s'op�ere la r�eduction de complexit�e. Dans (2.11),
la minimisation n�ecessite le calcul de card(D)N�L� (N +1) fonctions �(�n) et card(D)N�L�N
additions pour l'estimation de la s�equence de N � L symboles. Soit, en consid�erant N � L et
en n�egligeant l'addition par rapport au calcul de �(�n), environ card(D)N calcul de �(�n) pour
chaque symbole �a comparer aux card(D)L obtenus ci-dessus grâce au calcul r�ecursif.

Pour obtenir �nalement la s�equence de symboles, nous nous pla�cons au niveau du dernier �etat.
Si l'�etat d'arriv�ee est connu (on dit dans ce cas que l'on ferme le treillis), et nous choisissons la
s�equence de symboles correspondant au survivant i.e. au chemin de m�etrique cumul�ee minimale.
En revanche, si le treillis est ouvert (�etat d'arriv�ee non connu), il faut choisir pour dernier �etat
l'�etat de m�etrique cumul�ee minimale et son survivant fournit la s�equence optimale au sens du
MAP.
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Notons qu'en g�en�eral, il n'est pas n�ecessaire d'attendre l'�etat d'arriv�ee pour d�ecider un sym-
bole. En e�et, en consid�erant les chemins dans l'ordre du temps d�ecroissant, tous les chemins
convergent apr�es 2 �a 3 fois la taille du canal L [9] voire même 4 �a 5 fois. Ainsi, ayant calcul�e les
m�etriques �a l'instant n, nous pouvons alors d�ecider le symbole de l'instant n� 3L, ou n� 3L
pour plus de s�ecurit�e.

2.3.1.1.3 Performances th�eoriques de l'algorithme de Viterbi sur canal gaussien

Les performances de l'�egaliseur de Viterbi sur un canal s�electif en fr�equence et �a bruit additif
gaussien sont d�etermin�es par la distance minimale de ce canal not�ee dmin canal i.e. la plus petite
distance entre toutes les s�equences �ltr�ees par le canal de r�eponse impulsionnelle �nie. [56, page
598]et [24, 25] montrent que la probabilit�e d'erreur binaire est asymptotiquement :

Pb;V iterbi � Q

0@
vuut2
Eb
N0

d2min canal
d2min BABG

1A : (2.12)

Ce r�esultat est �a comparer avec les performances d'un signal non cod�e binaire sur un canal
non dispersif �a bruit additif gaussien (1.8) cf. Section 1.5.1. Apr�es comparaison, nous pouvons
d�e�nir la perte du canal comme la distance asymptotique en dB entre les deux courbes :

perte canal = 10 log10

 
d2min BABG
d2min canal

!
: (2.13)

A fort RSB, nous pouvons alors �ecrire :

Pb;V iterbi = Pb;BABG(RSB - perte canal):

2.3.1.2 Maximum a posteriori par symbole

A�n d'am�eliorer les performances des r�ecepteurs, il est aujourd'hui admis d'utiliser le d�ecodage
�a entr�ee pond�er�ee plutôt que d�ecid�ee. En e�et, dans le cas d'une modulation binaire transmise
sur un canal �a bruit additif gaussien, le gain apport�e par le d�ecodage �a entr�ee pond�er�ee est
d'environ 2 dB par rapport au d�ecodage �a entr�ee pond�er�ee [56, page 507]. Aussi, les �egaliseurs
�a sortie pond�er�ee (ou douce pour soft) b�en�e�cient d'un int�erêt tout particulier.

Il existe de nombreuses versions pond�er�ees de l'algorithme de Viterbi, qui proposent d'estimer
le logarithme du rapport de vraisemblance [4, 32, 11]. Nous avons choisi ici l'algorithme optimal
au sens du MAP par symbole [3], que nous pr�esentons ci-dessous. Notons que [76] propose une
simpli�cation du nombre de m�emoires utilis�ees de ce même algorithme.

2.3.1.2.1 D�ecomposition du crit�ere

Le but de l'algorithme de Bahl et al. [3] est de fournir une estimation de la probabilit�e a
posteriori d'un symbole :

P (dn = ajr) = 1

P (r)
P (dn = a; r) ; a 2 D; (2.14)

avec les notations du Tableau 2.1.
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1 �1

�1 1

1 1

�1�1

dn�1)�n = (dn�2;

�n �n+1

dn = �1

dn = a
�n = m

�n+1 = m0

pass�e transition futur

Fig. 2.5 { Explication de l'algorithme MAP.

2.3.1.2.2 Algorithme de Bahl et al.

Consid�erons le treillis d�e�ni Figure 2.4. Notons M = card(D)L le nombre d'�etats possibles
(M = 4 sur la Figure 2.4, card(D) = 2 et L = 2) et pla�cons nous �a l'instant n.

Quelque soit l'�etat �n = (dn�1 � � �dn�L), le symbole dn peut prendre toutes les valeurs pos-
sibles de D. Il y a en e�et card(D) branches qui partent de chaque �etat. Soit a un �el�ement
particulier de D. Il lui correspond une branche partant de �n et ce pour chaque �etat du treillis.
Ainsi la probabilit�e jointe peut se d�ecomposer :

P (dn = a; r) =
M�1X
m=0

P (dn = a; �n = m; r) : (2.15)

Consid�erons la branche partant de l'�etat �n = m et correspondant au symbole �emis courant
dn = a, branche repr�esent�ee en trait gras sur la Figure 2.5. Cette branche relie les �etats �n = m
et �n+1 = m0. [33, 76] proposent une interpr�etation astucieuse de la probabilit�e jointe (2.15) en
la d�ecomposant selon trois termes :

P (�n = m; dn = a; r) = P (�n = m; �n+1 = m0; r)

= P
�
�n = m; rn�10

�
| {z }

pass�e

P (�n+1 = m0; rnj�n = m)| {z }
transition

P
�
rNn+1j�n+1 = m0

�
| {z }

futur

= �n(m)
n+1(m;m
0)�n+1(m

0): (2.16)

Le terme (( pass�e )) �n(m) calcule la probabilit�e d'être dans l'�etat �n = m en tenant compte
de tous les chemins pouvant mener �a cet �etat i.e. en connaissant la s�equence re�cue du pass�e. Ce
terme contient donc les contributions de tous les chemins menant �a l'�etat �n = m. Il se calcule
de mani�ere r�ecursive, dans le sens du temps croissant (d'o�u le terme forward) :

�n+1(m
0) =

M�1X
m=0


n+1(m;m
0)�n(m

0):
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Le terme (( transition )) 
n+1(m;m
0) en revanche calcule la probabilit�e de transition pour la

branche particuli�ere qui passe de l'�etat m �a l'�etat m0, �a l'instant n, ce qui correspond �a une
sortie du canal (non bruit�e) yn.


n+1(m;m
0) = P (�n+1 = m0; rnj�n = m) = P (rnj�n = m; �n+1 = m0)P (�n+1 = m0j�n = m) ;

=
1

��2w
e
�
krn�ynk

2

�2w P (�n+1 = m0j�n = m) ; (2.17)

o�u le bruit est suppos�e complexe.

Le terme (( futur )) �n+1(m
0) contient la contribution de tous les chemins partant de l'�etat

�n+1 = m0. Il se calcule de mani�ere r�ecursive, dans le sens du temps d�ecroissant (d'o�u le terme
backward) :

�n(m) =
M�1X
m0=0


n+1(m;m
0)�n+1(m

0):

Notons que le terme constant 1
��2w

dans l'�equation (2.17) est un coeÆcient lin�eaire et n'a donc

pas besoin d'être calcul�e. En revanche, le facteur de la distance 1
�2w

dans l'exponentielle doit
l'être. Il en r�esulte que dans l'algorithme MAP symbole, il faut absolument estimer la puissance
du bruit �2w.

L'algorithme consiste donc �a calculer tout d'abord pour chacune des transitions possibles, la
probabilit�e 
n+1(m;m

0). Puis, nous calculons de mani�ere r�ecursive les probabilit�es (( pass�e ))

�n(m) et (( futur )) �n+1(m
0). Notons que pour le calcul de �n(m) et 
n+1(m;m

0), nous par-
courons le treillis dans le sens du temps croissant, alors que pour �n+1(m

0), le treillis est par-
couru dans le sens du temps d�ecroissant, d'o�u le nom de l'algorithme aller-retour. En�n, un
dernier passage dans le sens croissant du temps permet d'obtenir les probabilit�es composites
P (dn = a; �n = m; r) et par une sommation sur les �etats, nous obtenons �nalement la proba-
bilit�e jointe : P (dn = a; r).

2.3.2 �Egaliseur �a structure impos�ee

Il existe di��erentes structures impos�ees pour les �egaliseurs. Parmi elles, nous consid�erons dans
la suite les structures lin�eaires et celles �a retour de d�ecision (ou DFE pour decision feedback
equalizer).

2.3.2.1 �Egaliseur lin�eaire

Un �egaliseur est dit lin�eaire si les �echantillons re�cus sont �ltr�es (cf. Figure 2.6). Notons que
ce �ltre peut être transverse ou r�ecursif. Cependant, un �ltre r�ecursif pose des probl�emes de
stabilit�e et nous nous int�eressons aux structures transverses. Le canal de transmission suit le

G(z)
ynrn dn��

Fig. 2.6 { Egaliseur lin�eaire.

mod�ele (2.5). L'expression du �ltre �egaliseur F (z) s'obtient en optimisant un crit�ere, qui peut
être celui de for�cage de z�ero ou celui de l'erreur quadratique moyenne.
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2.3.2.1.1 Crit�ere Zero forcing

Le crit�ere de for�cage �a z�ero consiste �a annuler compl�etement l'interf�erence en sortie de
l'�egaliseur i.e. �a choisir F (z) tel que :

h ? gn = Æn , H(z)G(z) = z�� :

Aussi, on obtient :

G(z) =
z��

H(z)
:

Notons que pour que l'�egaliseur soit stable, le canal ne doit avoir aucun z�ero sur et �a l'ext�erieur
du cercle unit�e.

Cependant, puisque le �ltre G(z) tend �a annuler toute l'interf�erence, il tend �a compenser les
z�eros de la fonction de transfert (cf. Figure 2.7), ce qui ampli�e le bruit de transmission.
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Fig. 2.7 { Ampli�cation du bruit d'un �egaliseur Zero forcing.

2.3.2.1.2 Crit�ere Erreur Quadratique Moyenne

Puisque le principal �ecueil du crit�ere Zero forcing est d'ampli�er le bruit de la transmission,
nous consid�erons ici un crit�ere, qui r�ealise un bon compromis entre l'annulation d'interf�erence
et la non-ampli�cation du bruit. Ce crit�ere minimise l'erreur quadratique moyenne entre la
sortie (non-d�ecid�ee) de l'�egaliseur yn et les vrais symboles �emis dn :

E[jyn � dn��j2]:

L'�egaliseur est alors appel�e EQMM (erreur quadratique moyenne minimale) ou MMSE (Mini-
mum mean square error). [44, page 471] montre que le r�esultat de la minimisation se factorise
selon :

G(z) = H�
�
1

z�

�
| {z }

�ltre adapt�e

�2dz
��

�2dH(z)H�
�

1
z�

�
+ �2w

:

Ainsi, le �ltre �egaliseur est compos�e d'une part du �ltre adapt�e au canal et d'autre part d'un
�ltre qui �elimine les interf�erences. En e�et, ce second �ltre est l'inverse de l'autocorr�elation du
canal lorsque la puissance de bruit est faible. En revanche, si cette puissance de bruit est forte,
ce �ltre r�ealise un compromis entre �elimination des interf�erences et ampli�cation du bruit.
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Fig. 2.8 { Compromis entre ampli�cation du bruit et inversion du canal de l'�egaliseur EQMM
ou MMSE.

Notons que, quel que soit le crit�ere (for�cage �a z�ero ou erreur quadratique moyenne), si le
canal est �a r�eponse impulsionnelle �nie, alors celle de l'�egaliseur est de longueur in�nie, ce qui
est diÆcile �a mettre en �uvre. Aussi, en pratique, l'optimisation est r�ealis�ee avec un �ltre de
longueur �nie, ce qui d�egrade les performances [51, page 12].

2.3.2.2 �Egaliseur de type DFE

A�n d'am�eliorer les performances des �egaliseurs lin�eaires, nous consid�erons une structure for-
tement non-lin�eaire et appel�ee �a retour de d�ecisions ou (DFE pour decision feedback equalizer).

B(z)

F (z)
+

-

rn d̂nyn

Fig. 2.9 { Egaliseur DFE.

L'�egaliseur DFE peut être interpr�et�e comme un �egaliseur �a deux entr�ees. Il est �a la fois
aliment�e par les �echantillons re�cus rn et par les d�ecisions pass�ees sur le symbole dn. De part la
construction de cet �egaliseur, le �ltre retour ne peut être que causal et sans terme constant i.e.
b0 = 0, car il utilise la sortie du d�ecideur d̂n, qui ne peut être qu'ant�erieur �a l'instant courant.

Comme dans le cas de l'�egaliseur lin�eaire, il existe deux approches di��erentes : par for�cage �a
z�ero de l'interf�erence ou en minimisant l'erreur quadratique moyenne.

2.3.2.2.1 Crit�ere Zero forcing

[44, page 475] montre que les expressions des �ltres avant F (z) et retour B(z) sont :

F (z) = H�
�
1

z�

�
1

H�
+

�
1
z�

� 1

h+0
;

B(z) =
1

h+0
H+(z)� 1:

Notons que la constante de normalisation h+0 est le terme constant du �ltre H+(z). Elle permet
d'assurer que nous obtenons une estimation pond�er�ee du symbole dn et non de h+0dn.
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La concat�enation du canal et du �ltre avant fournit :

H(z)F (z) =
1

h+0
H+(z);

un �ltre �a minimum de phase (par construction de H+), i.e. le �ltre, parmi tous les �ltres ayant
une transform�ee de Fourier de même amplitude, �a �energie maximale au d�ebut de la r�eponse
impulsionnelle (n ' 0). C'est donc le �ltre ayant le minimum d'�energie d'interf�erences annul�ees
par le �ltre retour. Ceci permet de minimiser l'e�et de propagation d'erreur lorsque les donn�ees
retourn�ees d̂n sont erron�ees.

Puis, le �ltre retour vient annuler l'interf�erence due aux symboles pass�es. L'interf�erence due
aux symboles futur est quant �a elle supprim�ee par le �ltre avant, ce qui provoque, comme dans
le cas de l'�egaliseur lin�eaire une ampli�cation du bruit. De plus, si les symboles retourn�es ne
sont pas exacts, cela engendre le ph�enom�ene de propagation d'erreur �etudi�e par exemple dans
[38].

2.3.2.2.2 Crit�ere Erreur Quadratique Moyenne

De mani�ere �a r�eduire l'ampli�cation du bruit, nous consid�erons l'�egaliseur DFE minimisant
l'erreur quadratique moyenne entre la sortie de l'�egaliseur yn et les vrais symboles dn. Les
expressions des �ltres F (z) et B(z) sont obtenues en fonction de la factorisation forte de la
densit�e spectrale puissance compl�ete :

�2dH(z)H�
�
1

z�

�
+ �2w = H+MMSE(z)H

�
+MMSE

�
1

z�

�
:

Les expressions des �ltres avant et retour deviennent :

F (z) = �2dH
�
�
1

z�

�
1

H�
+MMSE

�
1
z�

� 1q
�2djh+0j2 + �2w

;

B(z) =
1q

�2djh+0j2 + �2w
H+MMSE(z)� 1:

2.4 Comparaison et performances des �egaliseurs

Nous avons pr�esent�e ici deux grandes familles d'�egaliseur. La premi�ere sans contrainte struc-
turelle (cf. Section 2.3.1) r�esout le probl�eme de l'�egalisation de mani�ere optimale au sens du
MAP, fournit donc de bonnes performances au prix d'une grande complexit�e calculatoire. La
seconde famille d'�egaliseurs consid�er�es ici (cf. Section 2.3.2) permet de mâ�triser la complexit�e
en s'imposant une structure �a base de �ltre(s). Dans ce cas, ces �egaliseurs sont p�enalis�es par des
probl�emes d'ampli�cation de bruit et/ou de propagation d'erreur. Nous proposons d'illustrer
ceci de mani�ere pratique en observant les performances de ces �egaliseurs.

Au cours de cette th�ese, et dans le cas mono-utilisateur, nous consid�ererons principalement
trois canaux s�electifs en fr�equence.

Le premier canal consid�er�e et appel�e Proakis B [56, page 616] est un canal diÆcile car sa
distance minimale est si faible qu'elle entrâ�ne une perte (2.13) de �1:757 dB par rapport au
canal non dispersif et �a bruit additif gaussien et pour une modulation binaire, de phase avec
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Fig. 2.10 { Canal Proakis B [56, page 616].

une d�emodulation coh�erente. Ses caract�eristiques sont repr�esent�ees Figure 2.10 et montrent
un �evanouissement de forte amplitude (�30 dB). En revanche, sa phase ne pr�esente aucune
distorsion car elle est lin�eaire.

Le second canal consid�er�e et appel�e Proakis C [56, page 616] est quant �a lui plus s�ev�ere encore
que le pr�ec�edent car sa perte par rapport au canal non dispersif et �a bruit additif gaussien vaut
�5:007 dB pour une modulation binaire. En e�et, ses caract�eristiques pr�esent�ees Figure 2.11
montrent une att�enuation d'au moins �5 dB sur plus de la moiti�e de la bande utile.
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Fig. 2.11 { Canal Proakis C [56, page 616].

Les performances des �egaliseurs classiques pr�esent�es ci-dessus pour les canaux B et C sont
pr�esent�ees Figure 2.12. Les �egaliseurs lin�eaire et DFE sont optimis�es selon le crit�ere de l'erreur
quadratique moyenne. L'�egaliseur lin�eaire montre sa diÆcult�e �a �egaliser des canaux si diÆciles.
Ainsi, �a 20 dB le taux d'erreur binaire (TEB) vaut 10�2 pour le canal Proakis B et 7:10�2 pour
le Proakis C. Le gain de l'�egaliseur DFE par rapport �a l'�egaliseur lin�eaire est net et s'explique
par le fait que les �egaliseurs lin�eaires G(z), quel que soit le crit�ere, s'expriment en fonction des
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�ltres avant du DFE de même crit�ere :

G(z) = c:H�
�
1

z�

�
z��

H1(z)
;

cas ZF

(
H1(z) = H+(z)

c = h+0
cas MMSE

(
H1(z) = H+MMSE(z)

c =
q
�2djh+0j2 + �2w

Ainsi, la di��erence entre les �egaliseurs lin�eaire et DFE repose sur la mani�ere d'�eliminer les
interf�erences dues au �ltre �a phase minimale H1(z) i.e. soit par l'inversion de cette fonction de
transfert (cas lin�eaire), soit par une boucle retour (cas du DFE). La boucle de retour permet
de ne pas �ltrer le bruit. De plus, le �ltre H1(z) est �a phase minimale. Parmi tous les candidats
possibles �a la factorisation de l'autocorr�elation du canal (cas ZF) ou de la densit�e spectrale
de puissance (cas EQM), H1(z) est celui dont l'�energie est concentr�ee au d�ebut de la r�eponse
impulsionnelle et qui fournit le rapport signal �a bruit en sortie de l'�egaliseur le plus grand. De
plus, les interf�erences annul�ees sont alors de plus faible �energie que le trajet principal, d'o�u un
ph�enom�ene de propagation d'erreurs limit�e.
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Fig. 2.12 { Performances des �egaliseurs classiques pour les canaux Proakis B et C.

D'ailleurs, [43, page 23] montre que le rapport signal �a bruit en sortie de l'�egaliseur lin�eaire est
toujours inf�erieur ou �egal �a celui du DFE, d'o�u de moins bonnes performances pour l'�egaliseur
lin�eaire.

En�n, nous pr�esentons les performances des �egaliseurs optimaux au sens du maximum a
posteriori et qui fournissent de meilleurs performances que les �egaliseurs �a structure impos�ee.
Que le crit�ere soit s�equence ou symbole, les performances sont tr�es proches et tendent �a fort
rapport signal �a bruit vers la borne inf�erieure (2.12).

Il est �a noter que quelles que soient les m�ethodes d'�egalisation utilis�ees, les performances
du canal Proakis C sont toujours inf�erieures �a celles du canal Proakis B, comme l'analyse des
canaux nous le laissait pr�evoir.

En�n, nous consid�ererons un canal dont les coeÆcients de la r�eponse impulsionnelle sont
complexes �a la di��erence des deux cas pr�ec�edents. Ce canal appel�e Porat et Friedlander [55] a
di��erents �evanouissements mais en fait, c'est un canal facile �a �egaliser car sa perte vaut 0 dB par
rapport au canal non dispersif et �a bruit additif gaussien et pour une modulation binaire. Pour
ce canal, nous pouvons nous a�ranchir quasi-compl�etement des e�ets des multitrajets comme
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Fig. 2.13 { Canal Porat et Friedlander [55].

le montrent les performances (cf. Figure 2.14) et ce quelle que soit le m�ethode d'�egalisation
utilis�ee.
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Fig. 2.14 { Performances des �egaliseurs classiques pour le canal Porat & Friedlander.

2.5 Caract�erisation des canaux

L'�etude de l'�egaliseur optimal au sens du maximum a posteriori par s�equence (cf. Section
2.3.1.1.3 et [24]) montre que ses performances (2.12) sont calcul�ees �a partir de la distance
minimale du canal (�a comparer avec celle du canal BABG) et du nombre de s�equences donnant
cette distance : on peut donc lier les notions de distance minimale et de nombre de s�equences �a

cette distance minimale �a celle de diÆcult�e �a �egaliser un canal.

Dans la suite, nous consid�erons une modulation de phase, binaire et coh�erente (BPSK). Nous
calculerons, dans ce cas, la distance minimale du canal BABG. Puis, nous caract�eriserons les
canaux dispersifs en explicitant toutes les paires de s�equences dont la distance est plus petite
que celle du canal BABG.
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2.5.1 Canal �a bruit additif blanc gaussien

Montrons que la distance minimale pour ce canal est de 2 dans le cas d'une modulation
BPSK. Ce canal est sans m�emoire. Aussi, toutes les s�equences possibles non bruit�ees en sortie
de ce canal sont donc toutes les s�equences possibles compos�ees de 1 ou �1 (pour une modulation
BPSK). Aussi, la distance minimale est obtenue pour un motif d'erreur isol�e et vaut :

dmin =
q
(1� (�1))2 = 2:

2.5.2 Canaux �a 2 trajets

Dans ce paragraphe nous consid�erons le canal h(z) = 1+az�1, avec a 2 C. Ce canal e�ectue
la convolution de l'entr�ee xn pour donner en sortie yn. Les relations entr�ee / sortie du canal
sont pr�esent�ees dans le Tableau 2.2 :

xn xn�1 yn
�1 �1 y1 = �1� a
�1 1 y2 = �1 + a
1 �1 y3 = 1� a
1 1 y4 = 1 + a

Tab. 2.2 { Relation entr�ee/sortie du canal �a 2 trajets, �a l'instant n.

Consid�erons toutes les s�equences de sortie du canal. Pour des questions de simplicit�e, nous nous
limitons aux s�equences de longueur 5. Elles sont obtenues �a l'aide du Tableau 2.3 :

yn yn+1
y1

y1
%
& y3

y1
y2

%
& y3

y2
y3

%
& y4

y2
y4

%
& y4

Tab. 2.3 { Loi d'�evolution de yn.

D�es lors toutes les s�equences possibles partant et arrivant dans le même �etat (tout-z�ero par
exemple) sont donn�ees dans le tableau 2.4.

s1 : y1 y1 y1 y1 y1
s2 : y1 y3 y2 y1 y1
s3 : y1 y1 y3 y2 y1
s4 : y1 y3 y4 y2 y1

Tab. 2.4 { S�equences possibles de yn.

Et les distances entre toutes ces s�equences sont donn�ees par le Tableau 2.5.
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couples de s�equences (distance)2 (distance norm�ee)2 = distance2

1+jaj2

s1; s2 4(1 + jaj2) 4
s1; s3 4(1 + jaj2) 4

s1; s4 4(1 + jaj2) + 4j1 + aj2 4 + 4 j1+aj
2

1+jaj2

s2; s3 4(1 + jaj2) + 4j1� aj2 4 + 4 j1�aj
2

1+jaj2

s2; s4 4(1 + jaj2) + 4j1� aj2 4 + 4 j1�aj
2

1+jaj2

s3; s4 4(1 + jaj2) 4

Tab. 2.5 { Distances possibles.

Comme il est �evident que j1+aj2

1+jaj2
> 0 et j1�aj2

1+jaj2
> 0, nous en d�eduisons que la distance minimale

au carr�e entre toutes les s�equences de longueur 5 vaut 4 soit exactement la valeur de la distance
minimale au carr�e sur le canal BABG. De plus, si nous consid�erons des s�equences plus longues,
les motifs suppl�ementaires d'erreur viendront accrô�tre les distances et donc la distance minimale
ne sera pas modi��ee. En e�et, en augmentant la taille des s�equences, deux cas peuvent se
produire. Soit de nouveaux motifs d'erreur, qui sont de longueur plus grande que 5, apparaissent.
Dans ce cas, ils contiennent au moins les motifs d'erreur vus ci-dessus et sont donc de distance
plus grande que toutes celles list�ees avant. L'autre cas pouvant se produire, lorsque la taille
des s�equences augmente, est que les motifs d'erreur sont des combinaisons de motifs d'erreur
singuliers (i.e. compos�es d'une seule divergence). Dans ce cas, la distance obtenue est la somme
des distances de chacun des motifs d'erreur singuliers. D'o�u des distances plus grandes que
celles list�ees plus haut.
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Fig. 2.15 { Performances de l'�egaliseur MAP pour des canaux �a 2 coeÆcients.

Ce r�esultat est illustr�e �a la Figure 2.15 et donne les performances asymptotiques d'un �egaliseur
optimal au sens du maximum de vraisemblance quelque soit le canal i.e. quelque soit la position
du z�ero (-a ici) et en particulier lorsque ce z�ero est situ�e sur le cercle unit�e. Notons que les
performances du r�ecepteur d�ependent en fait de la distance minimale mais aussi du nombre
de couples de s�equences donnant cette distance minimale, facteur multiplicatif, qui intervient
surtout �a faible RSB, d'o�u l'�ecart dans les courbes de la Figure 2.15.
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Nous en d�eduisons donc que, pour une modulation binaire, tous les canaux �a deux coeÆcients
peuvent être parfaitement �egalis�es, i.e. qu'avec un �egaliseur optimal au sens du maximum de
vraisemblance, nous obtenons les mêmes performances que sur le canal BABG (�a un coeÆcient
multiplicatif pr�es). Notons que ceci n'est pas un r�esultat classique en �egalisation.

2.5.3 Canaux �a 3 trajets

Dans cette section, nous nous int�eressons aux canaux �a 3 coeÆcients dont la distance minimale
est plus faible que 2, i.e. plus faible que la distance minimale du canal BABG. Puis, nous
essayons de d�eterminer, pour ce canal dispersif, toutes les paires de s�equences entrant dans le
canal qui donnent en sortie une distance plus faible que 2. Ainsi, dans la suite les motifs d'erreur
sont toujours relatifs aux s�equences d'entr�ee du canal alors que la distance entre s�equences est
toujours calcul�ee pour les s�equences de sortie.

Pour la suite, nous caract�erisons une paire de s�equences par un motif d'erreur soit la di��erence
entre les deux s�equences. Une erreur dans ce motif correspond �a un �el�ement non nul de cette
soustraction i.e. une di��erence entre les 2 s�equences.

2.5.3.1 Cas d'une erreur isol�ee

Notons de suite, qu'une erreur isol�ee et unique dans un motif donne exactement la distance du
canal BABG soit 2, si le canal dispersif est normalis�e. En e�et, notons x1 et x2 les 2 s�equences
d'entr�ee, et notons y1 et y2 les 2 s�equences de sortie. Par hypoth�ese, x1 et x2 di��erent en 1
symbole d'indice m : x1m 6= x2m. Notons hi les coeÆcients du canal, N la taille des s�equences et
L la longueur du canal. On a :

y1i =
LX
k=0

hkx
1
i�k =

iX
j=i�L

hi�jx
1
j :

D�es lors, la distance s'�ecrit :

ky1 � y2k2 =
NX
i=0

jy1i � y2i j2 =
NX
i=0

��������
iX

j=i�L

hi�j (x
1
j � x2j)| {z }
eÆjm

��������
2

=
NX
i=0

jhi�mj2jej2 =
N�mX
l=�m

jhlj2jej2;

et si m tel que N �m � L alors :

ky1 � y2k2 =
 

LX
l=0

jhlj2
!

| {z }
1 pour un canal normalis�e

jej2|{z}
4 pour une modulation BPSK

= 4:

La distance ky1 � y2k vaut donc bien 2. Comme tout canal a forc�ement cette distance, on en
d�eduit que la distance normalis�ee associ�ee au canal normalis�e est inf�erieure ou �egale �a 2.

2.5.3.2 Cas des canaux �a 2 z�eros complexes conjugu�es et de module 1

Une recherche exhaustive comme dans le x2.5.2 n'�etait int�eressante que pour des s�equences
de longueur importante, mais alors le calcul th�eorique des di��erentes distances devenait trop
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long. La m�ethode que nous proposons pour obtenir l'expression th�eorique des distances est la
suivante :

1. Simulation, pour une longueur de s�equence choisie, de toutes les s�equences possibles
d'entr�ee qui partent et convergent vers le même �etat. Puis calcul de la sortie du canal
pour chacune de ces s�equences. En�n, calcul des distances prises 2 �a 2 de ces s�equences
de sortie,

2. Tri des paires de s�equences dans l'ordre croissant de la distance (calcul�ee en sortie),

3. Pour une distance donn�ee, visualisation des paires de s�equences donnant cette distance
(�evalu�ee num�eriquement) et calcul th�eorique pour ces s�equences de la distance.

Pour un canal donn�e, on est alors en mesure de donner les paires de s�equences donnant une
certaine distance et de d�e�nir notamment celles qui donnent la distance minimale.

Notons que le calcul n'est pas exhaustif car nous limitons la longueur des s�equences g�en�er�ees
et de plus, il ne nous �etait pas possible de consid�erer tous les canaux possibles.

Consid�erons un canal non normalis�e �a 2 z�eros complexes conjugu�es sur le cercle unit�e et
notons cos �, la partie r�eelle de ces z�eros. Le canal s'�ecrit :

h(z) =
1

2 + a2
�
�
1 + az�1 + z�2

�
; avec a = �2 cos �

Notons que h(z) est sym�etrique. Nous consid�erons tout d'abord le cas : cos � > 0.

Notre �etude nous a montr�e, que les motifs d'erreur sur les s�equences d'entr�ee du canal pouvant
donner une distance au carr�e < 4 (apr�es convolution par le canal) sont du type :

l1+2z }| {
�2 � � � � 2 0 � � �0

l2+2z }| {
2 � � �2 0 � � � 0

l3+2z }| {
�2 � � � � 2 0 � � � 0 2 � � �2 � � �

ln+1+2z }| {
�2 � � � � 2| {z }

n+ 1 groupes de li + 2 erreurs

(2.18)

De fait, les erreurs sont r�eparties en n+1 groupes, o�u chaque groupe contient exactement li+2
erreurs (li � 0). Dans un groupe, toutes les erreurs sont �egales : un groupe est donc de la forme
soit -2 -2 -2 ... -2 -2 -2 soit 2 2 2 ... 2 2 2. De plus, deux groupes qui se suivent ont des erreurs
oppos�ees. Un tel motif d'erreur entre deux s�equences donne en sortie du canal (normalis�e) une
distance :

d2 = 8

 
1 + (1 + n)(1 + a)2

2 + a2

!
+ 4L

(2 + a)2

2 + a2
(2.19)

avec L =
n+1X
i=1

li � 0; et n � 0

Une recherche exhaustive sur toutes les s�equences de longueur 14 (en entr�ee du canal) pour
des s�equences partant et arrivant au même �etat, test�ee sur un grand nombre de canaux, n'a
pas fait apparâ�tre d'autres motifs d'erreur. On peut supposer qu'il n'y en a pas d'autres. Et
on obtient (cf. Annexe A) que la distance au carr�e strictement inf�erieure �a 4 est caract�eris�ee
par :

d2 < 4 , n + 1 + L�
q

n+L�nL+1
2

2n+ 1 + L| {z }
b1

< cos � <
n+ 1 + L +

q
n+L�nL+1

2

2n+ 1 + L| {z }
b2
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Fig. 2.16 { Valeurs de cos � o�u les motifs d'erreur, d�e�nis par les variables (n,L), fournissent
une distance minimale en sortie du canal inf�erieure �a celle du canal BABG.

Notons que ces 2 bornes b1 et b2 n'existent pas toujours : il faut n+L� nL+ 1 > 0. Remar-
quons, en e�et, que : n + L� nL + 1 = 0 ) � < cos � < � et il n'y a pas de valeurs possibles
pour cos �. La condition n + L � nL + 1 > 0 (cf. Annexe A) implique que les bornes b1 et b2
n'existent que dans les cas suivants :

- n = 0 et L � 0 )

1 + L�
q

L+1
2

L+ 1
< cos � <

1 + L+
q

L+1
2

L+ 1| {z }
>1

) b1 =
1 + L�

q
L+1
2

L + 1
< cos � < 1 = b2

Dans ce cas, le motif d'erreur d�e�ni par L et n donne une distance plus faible que 2 apr�es le ca-
nal d�e�ni par cos � compris dans la zone hachur�ee de la �gure 2.16 en haut �a gauche. Ainsi cette
zone d�elimite les canaux dont la distance minimale est plus faible que 2 i.e. des canaux diÆciles
�a �egaliser. Il est int�eressant de noter que cette zone correspond �a des valeurs de cos � proche de 1.

- n = 1 et L � 0 )
b1 =

1 + L

3 + L
< cos � < 1 = b2

Dans ce cas, le motif d'erreur d�e�ni par L et n donne une distance plus faible que 2 apr�es le
canal d�e�ni par cos � compris dans la zone hachur�ee de la �gure 2.16 en haut �a droite. Ainsi
cette zone d�elimite les canaux dont la distance minimale est plus faible que 2 i.e. des canaux
diÆciles �a �egaliser. Comme dans le cas pr�ec�edent la zone d�elimit�ee correspond �a des valeurs de
cos � proche de 1 (cf. commentaire ci-dessus).

Notons que dans les cas n = 0 ou n = 1, i.e. que le motif d'erreur comporte 1 ou 2 groupes,
si cos � = 1 (a = �2), le nombre d'erreurs L tend vers 1. En e�et, dans ce cas l'expression
de la distance (cf. (2.20)) devient ind�ependante de L et vaut : d2 = 4

3
(2 + n). Ce cas limite



50 CHAPITRE 2. DE L'�EGALISATION

(cos � = 1) est int�eressant �a remarquer car il y a une in�nit�e de motifs d'erreur qui donnent des
distances plus faibles que 2. Ces canaux semblent diÆcile �a prot�eger par un code qui devrait
alors pouvoir supprimer une in�nit�e de s�equences. Notons que le cas cos � = 1 correspond �a un
canal de r�eponse impulsionnelle [1 -2 1]. Il est int�eressant que notre �etude permette de retrouver
un canal r�eput�e tr�es diÆcile dans la litt�erature d'�egalisation. En e�et, nous consid�erons dans
tout ce paragraphe les canaux avec 2 z�eros plac�es sur le cercle unit�e (hypoth�ese de d�epart), ce
qui implique de fortes att�enuations de la r�eponse fr�equentielle de ce canal. La particularit�e du
cas cos � = 1, r�eside dans le fait que les 2 z�eros sont confondus, ce qui implique une att�enuation
tr�es forte et tr�es �etal�ee.

- n = 2 et 0 � L � 2 )

b1 =
3 + L� 3�L

2

5 + L
< cos � <

3 + L+ 3�L
2

5 + L
= b2

Dans ce cas, le motif d'erreur d�e�ni par L et n donne une distance plus faible que 2 apr�es le
canal d�e�ni par cos � compris dans la zone hachur�ee de la �gure 2.16 au milieu. Ainsi cette zone
d�elimite les canaux dont la distance minimale est plus faible que 2 i.e. des canaux diÆciles �a
�egaliser. Il est int�eressant de noter que cette zone correspond �a des valeurs de cos � proche de
0:5.

- n � 0 et L = 0 )

b1 =
n + 1� n+1

2

2n + 1
< cos � <

n+ 1 + n+1
2

2n+ 1
= b2

Dans ce cas, le motif d'erreur d�e�ni par L et n donne une distance plus faible que 2 apr�es le
canal d�e�ni par cos � compris dans la zone hachur�ee de la �gure 2.16 en bas �a gauche. Ainsi
cette zone d�elimite les canaux dont la distance minimale est plus faible que 2 i.e. des canaux
diÆciles �a �egaliser. Il est int�eressant de noter que cette zone correspond �a des valeurs de cos �
proche de 0:5.

- n � 0 et L = 1 )
b1 =

1

2
< cos � <

n+ 3

2n+ 2
= b2

Dans ce cas, le motif d'erreur d�e�ni par L et n donne une distance plus faible que 2 apr�es le
canal d�e�ni par cos � compris dans la zone hachur�ee de la �gure 2.16 en bas �a droite. Ainsi
cette zone d�elimite les canaux dont la distance minimale est plus faible que 2 i.e. des canaux
diÆciles �a �egaliser. Il est int�eressant de noter que cette zone correspond �a des valeurs de cos �
proche de 0:5.

Notons un autre cas limite int�eressant. Lorsque L = 0 ou L = 1, i.e. que le motif d'erreur
comporte des groupes de seulement 2 ou 3 �el�ements, le nombre de groupes n+1 tend alors vers
1 si cos � = 1

2
, a = �1. En e�et, dans ce cas l'expression de la distance est ind�ependante de n,

�a partir de (2.20) on obtient : d2 = 1
3
(8+4L). Dans ce cas �egalement, parce qu'il y a une in�nit�e

de motifs d'erreur donnant une distance plus faible que 2, ce canal semble diÆcile �a prot�eger
par un code. Notons que le cas cos � = 1

2
correspond �a un canal de r�eponse impulsionnelle [1 -1

1]. Il est int�eressant de noter que l�a aussi, nous retrouvons un canal r�eput�e tr�es diÆcile dans la
litt�erature d'�egalisation car compos�e de 3 trajets de même puissance.

Dans le cas, o�u cos � < 0 nous obtenons les mêmes r�esultats. Seul le motif d'erreur change et
devient :

l1+2z }| {
�2 2�2 � � � �2 0 � � �0

l2+2z }| {
2�2 2 � � � �2 0 � � �0

l3+2z }| {
2�2 2 � � �2 � � �

ln+1+2z }| {
�2 2�2 � � � 2| {z }

n+ 1 groupes de li + 2 erreurs
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Ici, �a l'int�erieur d'un groupe, les erreurs sont altern�ees et l'erreur d'une �n de groupe est
di��erente du d�ebut de groupe suivant. Les courbes de cos � fonction de n et L sont juste de
signe oppos�e �a celui des Figures 2.16 mais avec les mêmes interpr�etations. La distance de tels
motifs vaut alors :

d2 = 8
1 + (1 + n)(1� a)2

2 + a2
+ 4L

(2� a)2
2 + a2

On retrouve ici encore les cas limites a = 1 i.e. cos � = �1
2
, � = 2�

3
et a = 2 i.e. cos � = �1,

o�u il y a une in�nit�e de motifs d'erreur pouvant donner des distances plus faibles que celle du
BABG.

2.5.3.3 Cas des canaux �a 2 z�eros r�eels inverses

Consid�erons le canal ayant pour z�eros � et 1
�
:

h(z) =
1

2 + a2
�
�
1 + az�1 + z�2

�
; avec a = ��� 1

�

Sans aucune perte de g�en�eralit�e, nous pouvons imposer la condition � � 1 (nous examinons
quand même tous les canaux �a 2 z�eros r�eels inverses).

L'�etude exhaustive men�ee sur toutes les s�equences de longueur 14 avec un grand nombre de
canaux montre que, dans le cas o�u � > 0, les motifs d'erreur donnant une distance plus faible
que 2 sont ceux d�e�nis en (2.18) avec n = 0 : i.e. le motif d'erreur contient un seul groupe
d'erreur compos�e de l + 2 �el�ements.

La distance d'un tel motif d'erreur d�e�ni par l est en e�et plus faible que 2 lorsque :

1 +

s
1

2(l + 1)
�
vuut 1

2(l + 1)
+

s
2

l + 1
< � � 1

2.5.3.4 Lien avec les canaux Proakis B et C

Notons que le canal Proakis B [56, page 616] de r�eponse impulsionnelle [0:407; 0:815; 0:407]
est proche du cas des canaux �a 2 z�eros r�eels inverses avec � = �0:95.
En e�et, les motifs d'erreur donnant apr�es ce canal Proakis B des distances plus petites que

2 sont donn�es Tab. 2.6.

d2 motif d'erreur

2.66885 00...0 -2 2 0..0
2.66886 00...0 -2 2 -2 0..0
2.66886 00...0 -2 2 -2 2 0..0
2.66886 00...0 -2 2 -2 2 -2 0..0

4 00...0 -2 0..0

Tab. 2.6 { Motifs d'erreur pour le canal Proakis B.

Quant au canal Proakis C [56, page 616] de r�eponse impulsionnelle [0:227; 0:460; 0:688; 0:460; 0:277],
il a des caract�eristiques int�eressantes (cf. Figure 2.11) car ses z�eros sont situ�es �a un angle d'en-
viron 2�

3
, ce qui et proche du cas limite d�ecrit ci-dessus, o�u il y a une in�nit�e de s�equences

donnant une distance plus faible que 2. De plus sa distance minimale est tr�es faible et vaut
1:12, ce qui repr�esente une perte de 5 dB par rapport au canal BABG.
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2.5.4 Conclusion sur la caract�erisation des canaux

L'�etude de cas poursuivie dans cette section 2.5, nous a permis d'expliciter des canaux disper-
sifs dont la distance minimale est plus faible que celle du canal BABG et qui fournissent donc,
avec l'�egaliseur optimal au sens MAP s�equence, de moins bonnes performances que le canal de
r�ef�erence BABG. Pour des questions �evidentes de complexit�e calculatoire, nous nous sommes
limit�es aux canaux �a 2 trajets et parmi les canaux �a 3 trajets, nous nous sommes limit�es aux
cas des canaux �a 2 z�eros r�eels inverses, (car il s'agit quasiment du cas du canal Proakis B) mais
aussi aux canaux �a 2 z�eros complexes conjugu�es et de module 1. Ce dernier cas nous permet
d'aborder le cas des canaux avec des z�eros sur le cercle unit�e, ce qui correspond �a des canaux
diÆciles dans la litt�erature classique d'�egalisation.

En e�et, lorsqu'un z�ero est plac�e sur le cercle unit�e, il lui correspond dans la fonction de
transfert un fort �evanouissement. Ainsi, si l'on cherche �a �egaliser en inversant la fonction de
transfert du canal (�egaliseur lin�eaire Zero forcing), le z�ero devient un pôle, qui rend l'�egaliseur
instable. Dans notre �etude, nous avons discrimin�e les canaux selon leurs distances minimales
i.e. selon les performances de l'�egaliseur MAP s�equence. Cette �etude est originale et fournit des
r�esultats di��erents de ceux obtenus avec l'�egaliseur lin�eaire : tous les z�eros du cercle unit�e ne
sont pas �egaux ! Certains donnent des canaux dont la distance minimale est celle du BABG.
Pour ceux-l�a, les interf�erences peuvent être compl�etement �elimin�ees avec un �egaliseur optimal
MAP s�equence, ce qui n'est pas le cas avec un �egaliseur lin�eaire (puisque les z�eros sont plac�es
sur le cercle unit�e). Pour d'autres en revanche, la distance minimale est plus faible que celle
du BABG et le nombre de s�equences donnant cette distance minimale peut être in�ni, d'o�u de
tr�es mauvaises performances même avec l'�egaliseur optimal MAP s�equence.

Nous nous permettons maintenant d'extrapoler nos r�esultats et de proposer une r�egle de
classement des canaux avec deux z�eros sur le cercle unit�e (ou proche de celui-ci). Il existe en fait
deux cas critiques : lorsque les z�eros sont confondus, l'�evanouissement est alors particuli�erement
fort ; lorsque l'angle entre les deux z�eros est de 2�=3, la plage de l'�evanouissement couvre alors
une tr�es grande partie de la bande. D'autre part, nous avons montr�e que le premier cas est
proche du cas du canal Proakis B et que le second est proche du canal Proakis C. Ainsi, malgr�e
notre surprise devant ces r�esultats quelque peu insolites, il est rassurant de retrouver par notre
�etude de cas les canaux diÆciles donn�es en exemple par Proakis [56, pages 601 et 617].

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit dans un premier temps le probl�eme de l'�egalisation en
tant que m�ethode de r�eduction des interf�erences engendr�ees par les canaux s�electifs en fr�equence
et appel�ees interf�erences entre symboles. Nous avons accord�e une attention toute particuli�ere au
choix du mod�ele du canal, privil�egiant un cas plus r�ealiste vis-�a-vis de la mise en �uvre (�ltrage
adapt�e num�erique plutôt qu'analogique), bien que cela puisse entrâ�ner une perte d'information,
car la condition de statistiques suÆsantes n'est alors pas v�eri��ee.

Nous avons ensuite pr�esent�e les grandes familles d'�egaliseur, o�u la r�eponse impulsionnelle
est soit connue soit pr�ealablement estim�ee. Nous avons distingu�e les m�ethodes avec et sans
contrainte structurelle. Lorsqu'aucune contrainte n'est impos�ee sur la structure, le crit�ere d'op-
timisation peut être celui du maximum a posteriori par s�equence et conduit �a l'algorithme
de Viterbi, ou bien il peut être celui du maximum a posteriori par symbole et conduit alors �a
l'algorithme de Bahl et al. Les performances et la complexit�e de ces deux algorithmes sont com-
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parables. En revanche, ils di��erent de part la nature des donn�ees en sortie de l'�egaliseur. Ainsi,
si une donn�ee pond�er�ee est n�ecessaire, nous choisirons l'algorithme de Bahl et si une donn�ee
d�ecid�ee est suÆsante, nous choisirons alors l'algorithme de Viterbi. Ces deux �egaliseurs �etant
optimaux au sens du MAP, ils fournissent de bonnes performances au prix d'une complexit�e
exponentielle en la longueur du canal. Aussi, pour r�eduire cette complexit�e, nous pouvons im-
poser une structure de �ltre lin�eaire. Ce �ltre est alors optimis�e selon un crit�ere de for�cage �a
z�ero (ZF pour Zero Forcing) ou d'erreur quadratique moyenne EQM. Le crit�ere ZF fournit un
�egaliseur qui inverse la fonction de transfert du �ltre (et ampli�e de ce fait le bruit), alors que
le crit�ere EQM permet un bon compromis entre ampli�cation du bruit et inversion du canal.
C'est ce dernier qui est le plus couramment utilis�e mais n�ecessite l'estimation de la puissance
de bruit de la transmission. La complexit�e d'un tel algorithme est lin�eaire en la longueur du
canal. Avec une complexit�e du même ordre de grandeur, il existe une autre structure, qui est
celle avec une boucle de retour ou dite DFE pour Decision Feedback equalizer et les crit�eres
sont �egalement ZF ou EQM. Les performances sont ici meilleures que l'�egaliseur lin�eaire.

Nous avons ensuite compar�e les performances de ces �egaliseurs pour con�rmer la sup�eriorit�e
des algorithmes sans contrainte structurelle.

Puis, nous nous sommes int�eress�es plus avant �a l'�egaliseur optimal au sens du MAP s�equence
(ou algorithme de Viterbi) et avons, pour ce faire, propos�e une �etude de cas des canaux donnant
de mauvaises performances avec cet �egaliseur. Cette �etude int�eressante a permis de montrer,
entre autre, qu'un canal avec un z�ero sur le cercle unit�e n'est pas toujours un canal diÆcile �a
�egaliser avec l'algorithme de Viterbi, au contraire de l'�egaliseur lin�eaire.

Notons que toutes les m�ethodes d'�egalisation pr�esent�ees dans ce chapitre peuvent int�egrer une
information a priori sur les symboles �emis dn. Ceci est explicite dans les m�ethodes de type MAP.
Quant aux m�ethodes �a structure impos�ee, il est possible d'ajouter lors de l'optimisation des
�ltres une information relative aux statistiques du second ordre de dn. N�eanmoins, l'�egaliseur
ne dispose pas de cette information a priori et une hypoth�ese courante consiste �a supposer les
symboles ind�ependants.

Cette hypoth�ese est fausse notamment lorsque les symboles sont issus d'un codeur, ce qui est
le cas dans de nombreuses normes (GSM,...). Nous nous proposons d'�etudier dans le chapitre
suivant le Turbo-�egaliseur, qui, par sa structure it�erative permet de tenir compte du codage
pendant l'�egalisation.
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Chapitre 3

Turbo-�egalisation : principe et

performances

3.1 Introduction

Fort des chapitres pr�ec�edents, qui pr�esentent le codage de canal et l'�egalisation, nous pouvons
maintenant introduire plus avant le th�eme principal de notre �etude �a savoir l'am�elioration des
performances des r�ecepteurs compos�es d'un �egaliseur et d'un d�ecodeur. Il est �a noter que le
probl�eme que nous posons, concerne un tr�es grand nombre d'applications. En e�et, nombreux
sont les r�ecepteurs qui utilisent �a la fois un �egaliseur (pour compenser les perturbations dues
�a un canal de transmissions s�electif en fr�equence) et un d�ecodeur pour am�eliorer encore les
performances.

Nous nous int�eressons tout d'abord �a la solution disjointe, que beaucoup de syst�emes actuels
utilisent. Nous nous poserons alors la question des limitations d'une telle approche, tout en
pr�esentant quelques tentatives d'am�elioration. Ceci nous am�enera �a poser le probl�eme plus
global de l'�egalisation et du d�ecodage conjoints. Nous en pr�esenterons la solution optimale trop
complexe, puis quelques solutions sous-optimales. Parmi ces derni�eres, nous nous int�eresserons
plus avant aux m�ethodes Turbo [18, 43] et parmi elles �a la Turbo-�egalisation, solution tr�es peu
complexe [43], dont les performances prometteuses nous semblent int�eressantes �a analyser de
fa�con plus approfondie.

Ainsi, nous consacrons une premi�ere partie �a la pr�esentation g�en�erale du Turbo-�egaliseur :
sa structure it�erative, les �el�ements constituants chacun des modules et la nature des donn�ees �a
passer d'un �el�ement �a l'autre. Puis, fera suite une analyse des performances du Turbo-�egaliseur.
Nous verrons en e�et l'allure des courbes, a�n de caract�eriser le ph�enom�ene Turbo. Ceci nous
permettra de proposer une am�elioration de la structure actuelle.

3.2 Egalisation et d�ecodage disjoints

Dans de nombreuses normes actuelles, le r�ecepteur est compos�e d'un �egaliseur puis d'un
d�ecodeur. Nous appelons cette approche disjointe. Ainsi, dans la norme GSM, le r�ecepteur
contient tout d'abord un �egaliseur de Viterbi (cf. Section 2.3.1.1). Lui fait directement suite
un d�ecodeur de Viterbi, qui est aliment�e par les estimations d�ecid�ees des symboles �emis. La
Figure 3.1 montre la sous-optimalit�e de cette approche disjointe.
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En e�et, sur la Figure 3.1 nous pr�esentons les performances du canal BABG et du d�ecodeur
de Viterbi pour ce même canal. La distance entre ces deux courbes fournit donc le gain de
codage, comme d�e�ni en (1.10). Puis, nous consid�erons le cas d'un canal s�electif en fr�equence :
le canal Proakis B, pr�esent�e Section 2.4. Pour ce canal, nous pr�esentons les performances apr�es
l'�egaliseur MAP symbole soit �a peu pr�es les performances apr�es l'�egaliseur de Viterbi ou MAP
s�equence. En e�et, nous avons vu dans la Section 2.4) que ces deux �egaliseurs donnent des
performances tr�es proches en terme de taux d'erreur binaire, aussi nous ne repr�esentons qu'une
de ces courbes pour ne pas surcharger la �gure.

La courbe avec les croix repr�esente exactement le cas du GSM que nous avons pr�esent�e ci-
dessus, �a savoir un �egaliseur Viterbi avec sortie d�ecid�ee alimentant un d�ecodeur de Viterbi.
Notons qu'avec cette approche disjointe, nous n'obtenons pas au niveau du d�ecodeur le gain
de codage escompt�e. Certains constructeurs (Motorola, ...) ont propos�e une am�elioration de
ce r�ecepteur, en pond�erant l'information issue de l'�egaliseur. La puissance de bruit est estim�ee
pour un bloc de donn�ees en sortie de l'�egaliseur, ce qui permet de calculer un coeÆcient de
pond�eration a�ect�e �a ce même bloc. La pond�eration optimale par symbole est en fait obtenue
avec l'�egaliseur MAP symbole (cf. [3] et Section 2.3.1.2) et la courbe avec les points pr�esente
les performances du r�ecepteur disjoint avec pond�eration symbole optimale. N�eanmoins, même
dans ce cas le gain de codage escompt�e n'est pas atteint avec le d�ecodeur.
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Fig. 3.1 { Performances du r�ecepteur disjoint.

Du fait des limitations de l'approche disjointe, nous nous int�eressons maintenant aux ap-
proches conjointes et nous interrogeons sur leurs performances. L'approche conjointe peut elle
atteindre le gain de codage... voire le d�epasser? Au prix de quelle complexit�e calculatoire? Ces
�a ces questions que nous cherchons de r�epondre maintenant. Pour ce faire, nous pr�esentons tout
d'abord ces m�ethodes d'�egalisation et de d�ecodage conjoints.

3.3 Probl�eme de l'�egalisation et du d�ecodage conjoints

Consid�erons la châ�ne de transmission (cf. Figure 3.2) compos�ee d'un codeur, d'un entrelaceur
et d'un canal mod�elis�e selon (2.5). Consid�erons un bloc de donn�ees et notons respectivement
famg, fcmg, fdng et frng les s�equences de bits d'information, de bits cod�es, de symboles �emis
et d'�echantillons re�cus.
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Fig. 3.2 { Châ�ne de communication.

Fort de ces notations, nous pouvons maintenant d�e�nir le probl�eme de l'�egalisation et du
d�ecodage conjoints.
D�e�nition :

R�esoudre le probl�eme de l'�egalisation et du d�ecodage conjoints, c'est trouver la s�equence
de bits d'information famg la plus probable, connaissant la s�equence des �echantillons re�cus
frng, i.e. la s�equence famg qui maximise la probabilit�e a posteriori :

P (famgjfrng) = P (famg)
P (frng) P (frngjfamg):

3.3.1 Solution optimale

Une solution jointe optimale est propos�ee lorsque l'�emetteur ne contient pas d'entrelaceur.
Dans ce cas, les treillis des �egaliseur et d�ecodeur constituent un (( super-treillis )), comme le
propose par exemple [52] (ici le d�ecodeur correspond �a la modulation cod�ee en treillis et non �a
un code convolutif). La même estimation des bits d'information am au sens du MAP est obtenue
par des châ�nes de Markov cach�ees dans [53] et ce avec une moindre complexit�e. Cependant,
dans notre contexte de travail, nous consid�erons un entrelaceur dans l'�emetteur, ce qui n'est
pas le cas de ces m�ethodes.

La solution optimale �a ce probl�eme est de forte complexit�e notamment dans le cas, o�u
l'�emetteur est compos�e d'un codeur et d'un entrelaceur et que le canal de transmission est
dispersif. Les entrelaceurs sont, pour être eÆcaces, de grande taille et l'ordre de grandeur de la
complexit�e est alors exponentiel en la taille de l'entrelaceur.

3.3.2 Solutions sous-optimales

De par la trop grande complexit�e du r�ecepteur optimal, de nombreuses approches sous-
optimales ont �et�e d�evelopp�ees. Ainsi, la solution disjointe optimale au sens du MAP est propos�ee
dans [40] i.e. un �egaliseur �a maximum a posteriori, suivi d'un d�esentrelaceur et d'un d�ecodeur
de Viterbi (�a entr�ee pond�er�ee). Dans cette châ�ne de r�eception disjointe, l'�egaliseur peut être
obtenu �a partir de châ�nes de Markov cach�ees [70] ou par des solutions sous-optimales comme
l'algorithme de Viterbi �a sortie pond�er�ee [41] ou l'algorithme M de r�eduction du treillis [50].
Ces solutions sont int�eressantes car elles calculent, pour l'approche disjointe, la pond�eration �a
a�ecter aux donn�ees en sortie de l'�egaliseur et donnant les meilleures performances. Cependant,
ces m�ethodes n'int�egrent pas le d�ecodage dans l'�egaliseur et restent de ce fait sous-optimales.

D'autres m�ethodes sous-optimales consid�erent, quant �a elle, un entrelaceur et incluent direc-
tement dans l'�egaliseur le d�ecodage. Ces m�ethodes sont d�eriv�ees de l'�egaliseur classique DFE
pr�esent�e Section 2.3.2.2 et le d�ecodage peut être celui d'un code convolutif comme pr�esent�e
dans la section 1.3 ou d'une modulation cod�ee en treillis. Ainsi, [22] propose une premi�ere



58 CHAPITRE 3. TURBO-�EGALISATION : PRINCIPE ET PERFORMANCES

structure, o�u le d�ecodeur est plac�e dans la boucle retour du DFE. Rappelons ici que entrelaceur
et d�ecodeur de Viterbi (algorithme pr�esent�e pour l'�egalisation Section 2.3.1.1) ajoutent un d�elai
suppl�ementaire. En revanche, la boucle de retour du DFE conventionnel (cf. Section 2.3.2.2)
agit sans d�elai. Aussi, [22] consid�ere plutôt que le DFE conventionnel, le DFE avec pr�ediction
de bruit [8, 58] de mani�ere �a avoir un d�elai plus grand dans la boucle retour. Notons que l'en-
trelaceur est contraint �a une structure particuli�ere : il doit être p�eriodique. Cet algorithme est
alors am�elior�e dans [80], o�u deux �etages identiques au pr�ec�edent sont concat�en�es en s�erie. La
sortie du premier �etage est utilis�ee pour adapter les coeÆcients des �ltres du second �etage. [77]
propose une nouvelle am�elioration et utilise un d�esentrelaceur vectoriel, ce qui permet d'adapter
les coeÆcients des �ltres avec des donn�ees pond�er�ees et non d�ecid�ees comme dans la structure
originelle [22].

En�n, [2] propose une autre mani�ere de contourner la diÆcult�e du retard �a d�ecision inh�erent
au d�ecodeur de Viterbi et propose �egalement de pond�erer les donn�ees retourn�ees. Pour ce faire,
l'interf�erence correspondant aux premiers coeÆcients de la r�eponse impulsionnelle (pas de d�elai)
est annul�ee par le retour d'un DFE classique, mais o�u la fonction de d�ecision est une sigmo��de
de mani�ere �a pond�erer les symboles. Puis, le reste de l'interf�erence (apr�es d�elai n�ecessaire �a la
d�ecision dans le d�ecodeur) est annul�ee grâce �a la sortie du d�ecodeur. Ce syst�eme permet de
r�eduire le ph�enom�ene de propagation d'erreur inh�erent au DFE, car une partie des symboles
(�n de la r�eponse impulsionnelle) sont plus �ables car d�ecod�es (puis recod�es). Notons que dans
cette structure, il n'y a pas d'entrelaceur.

En�n, [20] et les travaux de la th�ese de Didier [18] proposent une toute nouvelle structure,
que nous appelons Turbo-d�etecteur (plutôt que Turbo-�egaliseur) et qui associe un �egaliseur et
un d�ecodeur de Viterbi �a entr�ee et sortie pond�er�ees. De plus, la structure est it�erative ce qui
permet de r�egler le probl�emes des retards dus �a l'entrelaceur et au d�ecodeur. Une autre structure
moins complexe est ensuite propos�ee par Laot [29, 43], o�u l'�egaliseur est �a base de �ltres.

Notons que ces deux structures Turbo contiennent certaines des id�ees des m�ethodes sous-
optimales jointes pr�ec�edentes [22, 80, 77, 2] mais l'interaction entre �egalisation et d�ecodage et ici
plus forte. En e�et, comme dans [80], il y a plusieurs �etages, mais les sorties des �etages pr�ec�edents
ne servent pas seulement �a adapter les coeÆcients des �ltres mais alimentent directement l'�etage
suivant. De plus, grâce �a la structure it�erative, l'�egaliseur dispose d'une information sur la
s�equence enti�ere apr�es d�ecodage (et re-codage), soit une information �able sur les symboles
pass�es et futurs du symbole courant.

Aussi, les m�ethodes Turbo en tant que solution du probl�eme de l'�egalisation et du d�ecodage
conjoints nous semblent tr�es prometteuses et nous nous proposons maintenant de les �etudier
plus avant.

3.4 M�ethodes Turbo

Le maintenant c�el�ebre principe (( Turbo )) a �et�e tout d'abord propos�e dans le cas du d�ecodage
it�eratif pour des codes concat�en�es en parall�ele (Turbo codes [10]) puis pour des codes concat�en�es
en s�erie (Turbo codes produit [57]). Nous pouvons d�es lors proposer une d�e�nition plus g�en�erale
du principe Turbo �a partir de la d�e�nition des Turbo-codes de Berrou [13, renvoi 1] :

D�e�nition :
Une technique de r�eception ((Turbo )) est une structure it�erative, o�u les donn�ees sont trait�ees
de mani�ere pond�er�ee, par au moins deux algorithmes qui agissent (( di��eremment )).
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Pr�ecisons le sens d'agir (( di��eremment )). La di��erence peut provenir du fait que les algo-
rithmes fournissent des donn�ees de natures di��erentes, comme dans le cas de l'estimation et
de l'�egalisation conjointe [37]. Si en revanche, les algorithmes traitent les mêmes donn�ees et
fournissent des estimations sur les mêmes donn�ees, il est important de d�ecorr�eler ces donn�ees
d'un traitement �a l'autre (cas des Turbo-codes ou de l'�egalisation et du d�ecodage conjoints). La
di��erence provient dans ce cas de l'utilisation d'un entrelaceur (�) entre les deux traitements
T1 et T2, comme le montrent les Figures 3.3 et 3.4.

Ainsi, l'�emetteur peut être parall�ele ou s�erie (cf. Figure 3.3).

T1

� T2

T1 � T2

Fig. 3.3 { Principe Turbo : �emetteur parall�ele ou s�erie

Quant au r�ecepteur, il devient :

�

T�1
2 �

�1 T�1
1

Fig. 3.4 { Principe Turbo : r�ecepteur

Le Turbo-r�ecepteur est donc un traitement it�eratif, o�u le r�esultat de l'it�eration p�1 est utilis�e
�a l'it�eration p suivante. A ce r�ecepteur correspond donc un sch�ema modulaire pr�esent�e Figure
3.5 :

Module 1 Module 2 Module p

Fig. 3.5 { Principe it�eratif du Turbo-�egaliseur

Fort de cette d�e�nition, le principe Turbo peut r�esoudre de nombreux probl�emes, comme le
propose Hagenauer [35], et notamment le probl�eme de l'�egalisation et du d�ecodage conjoints.

Le (( Turbo-d�etecteur )) [18] est un r�ecepteur it�eratif directement d�eriv�e des Turbo-codes
et compos�e de modules �el�ementaires correspondant aux di��erentes it�erations. Chaque module
comprend un �egaliseur et un d�ecodeur �a entr�ee et sortie pond�er�ees. Comme dans le cas des
Turbo-codes, le d�ecodeur fournit une information extrins�eque qui alimente, avec les �echantillons
re�cus du canal, l'it�eration suivante. L'algorithme utilis�e pour l'�egaliseur comme pour le d�ecodeur
peut être l'algorithme de Viterbi �a entr�ee pond�er�ee [20] ou l'algorithme MAP symbole [6] ou
toute version sous-optimale de celui-ci. [7] compare ces di��erents algorithmes dans le cadre de
la Turbo-d�etection et montre que le meilleur choix, lorsque le canal est estim�e, est l'algorithme
sous-optimal du MAP symbole appel�e Max-Log-MAP [66].

N�eanmoins, malgr�e les approches sous-optimales �a complexit�e r�eduite de l'algorithme MAP,
le Turbo-d�etecteur pr�esente encore une grande complexit�e, qui n'est pas mâ�tris�ee du fait que
le canal est en g�en�eral inconnu. Aussi, nous pr�ef�erons ici des solutions moins complexes. Nous
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nous int�eressons en particulier au Turbo-�egaliseur propos�e par Laot [43], o�u l'�egalisation est
r�ealis�ee avec des �ltres de mise en �uvre peu coûteuse.

3.5 Turbo-�egalisation : principe

Nous nous proposons maintenant de pr�esenter plus avant les principales caract�eristiques
du Turbo-�egaliseur.Pour ce faire, nous notons en minuscule les variables scalaires, tandis que
les s�equences de variables sont not�ees entre accolades. De plus, les symboles (:)T , (:)y et k:k
repr�esentent respectivement la transposition, la trans-conjugaison et la norme L2. Toutes les
variables ont des indices n, qui font r�ef�erence au temps et des exposants p relatifs �a l'it�eration
du syst�eme Turbo.

Le module de la pi�eme it�eration (cf. Figure 3.6) est constitu�e d'un �egaliseur, d'un d�esentrelaceur,
d'un d�ecodeur �a partir duquel on calcule dpn une information pond�er�ee sur les symboles dn. C'est
cette information qui est r�einject�ee dans l'�egaliseur (de la p+1i�eme it�eration) avec celle sortant
du canal. Ainsi, l'�egaliseur b�en�e�cie de donn�ees corrig�ees par le d�ecodeur, dont le rapport signal
�a bruit (RSB) est plus fort.

�egaliseur
convertisseur

M-aire
binaire

d�esentrelaceur
d�ecodeur
MAP

entrelaceur
calcul de

dpn

yn �(cn) �(cm)

~�(cm)

~�(cn)dpn

dp�1
n

rn âm

Fig. 3.6 { pi�eme module du Turbo-�egaliseur

Notons que [43] pr�esente un Turbo-�egaliseur avec un entrelaceur symbole alors que nous
consid�erons ici un entrelaceur bit, de mani�ere �a être conforme aux normes actuelles (GSM,...).
Dans la suite, nous nous proposons d'�etudier chacun des �el�ements constituants ce Turbo-
�egaliseur.

3.5.1 Description de l'�egaliseur

+P (z)

Q(z)

ynrn

dp�1n

+

-

Fig. 3.7 { Egaliseur de la pi�eme it�eration (p > 1) : annuleur d'interf�erences

L'�egaliseur utilis�e est l'annuleur d'interf�erences (AI) de mise en �uvre peu coûteuse. C'est un
�egaliseur �a 2 entr�ees, qui tient �a la fois compte de la transmission sur canal dispersif et bruit�e
(rn : sortie du canal discret) et de la redondance apport�ee par le codeur de canal, issue de
l'it�eration p� 1 (dp�1n , information homog�ene aux symboles dn). Il est �a noter qu'�a la premi�ere
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it�eration, d0n n'�etant pas accessible, le premier �egaliseur est un �egaliseur classique, qui n'utilise
pas les donn�ees issues du d�ecodeur et traite uniquement les �echantillons re�cus. Laot propose un
�egaliseur lin�eaire transverse [43] mais nous pr�ef�erons un DFE. En e�et, suite �a notre analyse
du Turbo-�egaliseur (cf. Sections 3.6.3 et 3.6.4), l'�egaliseur de la premi�ere it�eration d�etermine
les performances du Turbo-�egaliseur et doit être le meilleur possible. Aussi, nous choisissons un
DFE et plus particuli�erement la r�e�ecriture du DFE classique [8] propos�ee dans [54].

Les expressions des �ltres P (z) =
P+1

i=�1 piz
�i et Q(z) =

P+1
i=�1 qiz

�i s'obtiennent en mi-
nimisant l'erreur quadratique moyenne de l'AI : E[jrn � dnj2] en supposant que les symboles
retourn�es sont exacts (i.e. dpn = dn) et avec la contrainte q0 = 0. Cette derni�ere contrainte
permet d'�eviter que la minimisation fournisse Q(z) = 1 et P (z) = 0 i.e. qu'il n'y ait aucun trai-
tement. Cette contrainte permet d'�eliminer la contribution relative au symbole courant par le
d�ecodeur. Ainsi, l'information fournie par le d�ecodeur n'alimente pas le d�ecodeur de l'it�eration
suivante, ce qui s'interpr�ete de mani�ere similaire �a l'information extrins�eque. Si H(z) repr�esente
la fonction de transfert du canal discret �equivalent, P et Q s'�ecrivent [43] :

P (z) = �H�(z�1 �) et Q(z) = �
�
H(z)H�(z�1 �)� 
h(0)

�
; (3.1)

avec H(z) =
P

i hiz
�i et H�(z�1 �) =

�P
i h

�
i z

i
�
. L'autocorr�elation du canal est not�ee :

�h(z) = H(z)H�(z�1 �) =
+1X
i=�1


h(i)z
�i

Notre expression de � :

� =
�2d

�2d
h(0) + �2w

est plus g�en�erale que celle de [43] o�u le canal est suppos�e normalis�e i.e. 
h(0) = 1. Les puissances
des symboles dn et du bruit wn sont respectivement not�ees �2d et �

2
w.

On remarque, que P n'est autre que le �ltre adapt�e au canal et maximise ainsi le rapport
signal �a bruit en sortie du �ltre. Q est l'autocorr�elation du canal dont on aurait supprim�e le
terme central et permet donc d'�eliminer aussi bien les interf�erences dues aux symboles pass�es que
futurs, et toute l'interf�erence entre symboles est supprim�ee �a condition que les symboles futurs
et pass�es soient exacts. En e�et, si l'AI est aliment�e par les vrais symboles dn, les expressions
(3.1) des �ltres P et Q donnent en sortie :

yn = �
h(0)dn + �h��n � wn: (3.2)

D'apr�es (3.2), l'interf�erence entre symboles a �et�e compl�etement supprim�ee et le rapport signal
�a bruit (RSB) en sortie de l'annuleur vaut :

RSB =
�2d
�2w
:

C'est donc le rapport signal �a bruit de la transmission sur canal �a bruit additif gaussien non dis-
persif, o�u la puissance re�cue du signal utile est �2d. Les performances de l'annuleur interf�erences
avec l'hypoth�ese de donn�ees retourn�ees exactes sont donc celles de la transmission BABG,
comme le montre la Figure 3.8.

En revanche le bruit �h��n � bn est color�e, ce qui doit alt�erer les performances apr�es d�ecodage.
Grâce �a la pr�esence du d�esentrelaceur, le bruit est quasiment d�ecorr�el�e (i.e. blanchi car le bruit
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Fig. 3.8 { Performances de l'annuleur d'interf�erences avec symboles de retour exacts.

est gaussien) et les performances apr�es d�ecodage sont bien celles d'une transmission cod�ee sur
canal non dispersif (cf. Figure 3.8). On atteint donc le gain de codage attendu et ce quelque
soit la dispersion du canal.

Ce r�esultat pr�esente les performances de l'annuleur d'interf�erences, lorsque les symboles de
retour sont exacts. Ceci montre la sup�eriorit�e de cet �egaliseur vis-�a-vis du DFE qui, dans les
mêmes conditions, n'atteint pas les performances du canal additif gaussien. Ceci s'explique par
le fait que l'annuleur supprime non seulement les interf�erences pass�ees mais aussi futures. De
ce fait, l'AI sera encore plus sensible au ph�enom�ene de propagation d'erreur que le DFE.

En pratique, les symboles retourn�es ne sont pas exacts : dp�1n 6= dn et nous verrons la
d�egradation que cela engendre sur les performances.

3.5.2 Convertisseur M-aire binaire

Le convertisseur M-aire binaire permet, �a partir de la sortie yn de l'AI, de calculer une mesure
�(dn) de �abilit�e de la donn�ee �egalis�ee, qui est alors transform�ee en une mesure relative aux
bits cn et not�ee �(cn). Calculons tout d'abord �(dn).

Lorsque l'AI est aliment�e par rn et dp�1n , nous supposons que la distribution de la sortie de
l'AI est gaussienne, i.e. la sortie yn contient la contribution du symbole d'int�erêt et d'un bruit
gaussien ind�ependant des symboles utiles :

yn = �dn + �n;

o�u la variable complexe � provient de l'erreur entre dn et dp�1n et o�u le bruit �n sera suppos�e
gaussien et blanc. Notons que dans le cas optimal, o�u les symboles retourn�es sont exacts (3.2),
l'hypoth�ese de blancheur de � est fausse. En e�et, d'apr�es (3.2) le bruit a pour autocorr�elation
l'autocorr�elation du canal. D�es lors, apparâ�t l'avantage de consid�erer un entrelaceur symbole,
comme [43]. En e�et, dans ce cas nous pouvons consid�erer le bruit � apr�es d�esentrelacement
comme quasi blanc. Ici, en revanche l'hypoth�ese de blancheur sera partiellement fausse. Cepen-
dant, puisque nous consid�erons dans toute la suite une modulation binaire (BPSK), cela n'a
donc ici pas d'in
uence sur les performances.

Le passage des symboles M-aire dn aux bits cn d�epend de la modulation choisie. Dans le cas
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d'une modulation de phase �a deux �etats (BPSK) :

�(dn) = ln

 P(ynj dn = 1)

P(ynj dn = �1)

!
= ln

 P(ynj cn = 1)

P(ynj cn = 0)

!
= �(cn)

Le rapport de log-vraisemblance �(cn) porte ainsi une information de �abilit�e de la donn�ee
�egalis�ee yn, homog�ene aux bits cod�es, entrelac�es. Il s'obtient �a partir de yn par :

�(cn) = �(dn) = ln

 P(ynj dn = 1)

P(ynj dn = �1)

!
= ln

0@exp� 1

�2
jyn��j2

exp�
1

�2
jyn+�j2

1A
= � 1

�2�
�
�
jyn � �j2 � jyn + �j2

�
=

4

�2�
� < (��yn) (3.3)

o�u �2� est la puissance du bruit complexe �n et o�u <(:) repr�esente la partie r�eelle. Notons que [54]
montre que �(cn) peut être estim�ee �a partir de la seule puissance d'erreur Pe = E [jyn � dnj2]
(et non de la puissance de bruit �2� et du coeÆcient � comme dans (3.3)) par

�(cn) =
4

�2�
� < (��yn) = 4

Pe
� < (yn)

Cette puissance d'erreur Pe est estim�ee en sortie de l'AI :

cPe � E
h
jyn � d̂nj2

i
:

3.5.3 Description du d�esentrelaceur

Rappelons que la pr�esence de l'entrelaceur est indispensable au d�ecodeur, pour que ce dernier
apporte le gain de codage escompt�e (cf. Section1.6).

Il existe de nombreux types d'entrelaceur et nous en envisageons deux di��erents dans les
simulations. Le premier r�ealise un entrelacement dit uniforme : les bits cod�es cm (cf. Figure 3.2)
sont �ecrits ligne par ligne dans une matrice de taille 59�59 (ici) et lus colonne par colonne. Les
performances du Turbo-�egaliseur avec un tel entrelaceur sont pr�esent�ees Figures 3.10 et 3.11.

L'autre type d'entrelacement est dit non-uniforme : les bits cod�es sont �ecrits ligne par ligne
dans une matrice de taille 64 � 64 (ici) et lus selon une loi non-uniforme (cf. [43] et [18]).
L'entrelaceur non-uniforme assure un m�elange pseudo-al�eatoire des donn�ees, ce qui permet au
bruit des donn�ees d'être moins color�e. Aussi, les performances dans le cas non-uniforme sont
meilleures que dans le cas uniforme, comme le montre les Figures 3.12 et 3.13 �a comparer avec
les Figures 3.10 et 3.11. On remarque que si l'entrelacement est e�ectu�e sur les bits cod�es cm
(pour obtenir cn), le d�esentrelacement est quant �a lui e�ectu�e sur les rapports de vraisemblance
�(cn) (3.3) pour obtenir �(cm).

3.5.4 Description du d�ecodeur

Le d�ecodeur utilis�e ici est l'algorithme MAP propos�e par Bahl et al. [3]. N�eanmoins, pour
pouvoir s'int�egrer dans le r�ecepteur Turbo, ce d�ecodeur pr�esente cependant la particularit�e de
devoir fournir non seulement une information pond�er�ee sur les bits d'informationmais �egalement
sur les bits cod�es. D�etaillons maintenant les di��erentes sorties d'int�erêt de ce d�ecodeur.
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Il fournit l'estimation âm des bits d'information en maximisant leurs probabilit�es a posteriori :

âm = arg max
i2f0;1g

P(am = ijfyng):

Pour chaque it�eration p du Turbo-�egaliseur, on peut alors calculer le taux d'erreur binaire
(TEB) de ces estimations âm i.e. le TEB en sortie du d�ecodeur.

A�n de poursuivre l'�etude, pr�ecisons que le d�ecodeur fournit �egalement �a sa sortie ~�(cm) : le
logarithme du rapport de probabilit�e a posteriori de chaque bit cod�e. Il s'agit d'une information
pond�er�ee sur les bits cod�es, qui est transmise au traitement suivant du Turbo-�egaliseur.

~�(cm) = ln

 P(cm = 1jfyng)
P(cm = 0jfyng)

!
(3.4)

Le calcul de ~�(cm) n�ecessite la connaissance des probabilit�es P(cm = 1jfyng) et P(cm =
0jfyng), dont nous d�etaillons les �etapes de calcul ci-dessous. Le but d'un algorithme MAP est
de fournir les probabilit�es a posteriori des bits utiles P(am = ijfyng). Pour ce faire, il faut
pr�ealablement calculer les probabilit�es a posteriori de transition d'un �etat �l = i du treillis �a
l'instant l vers un autre �etat �l+1 = j �a l'instant l + 1. Notons P(�l = i; �l+1 = jjfyng) cette
probabilit�e. D�es lors, on d�eduit la probabilit�e a posteriori d'avoir un mot cod�e. En e�et, notons
ml(i; j) le mot cod�e g�en�er�e �a l'instant l lors de la transition entre les �etats i et j. La probabilit�e
a posteriori d'avoir �emis le mot cod�e m �a l'instant l s'�ecrit :

P(ml = mjfyng) =
X

i;j = ml(i;j)=m

P(�l = i; �l+1 = jjfyng)

Il est alors ais�e d'obtenir la probabilit�e a posteriori de chaque bit du mot cod�e. Dans le cas
d'un code convolutif de redondance Rc =

1
2
:

P(c2l = 0jfyng) = P(ml = [0; 0]jfyng) + P(ml = [0; 1]jfyng)
P(c2l = 1jfyng) = P(ml = [1; 0]jfyng) + P(ml = [1; 1]jfyng)
P(c2l+1 = 0jfyng) = P(ml = [0; 0]jfyng) + P(ml = [1; 0]jfyng)
P(c2l+1 = 1jfyng) = P(ml = [0; 1]jfyng) + P(ml = [1; 1]jfyng)

3.5.5 Calcul de dpn

Apr�es entrelacement de la s�equence ~�(cm) (cf. (3.4)), on obtient ~�(cn), logarithme du rapport
de probabilit�e a posteriori de chaque bit cod�e entrelac�e. Il est alors possible de calculer dpn la
moyenne a posteriori des symboles dn. Pour une modulation de phase �a deux �etats :

dpn =
X

d(j)2f�1;1g

d(j)P(dn = d(j)jfyng) = P(dn = 1jfyng)� P(dn = �1jfyng)

= P(cn = 1jfyng)� P(cn = 0jfyng) (3.5)

De plus, d'apr�es la d�e�nition de ~�(cm) (3.4) et en utilisant le r�esultat :

P(cm = 1jfyng) = P(cm = 0jfyng);
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nous obtenons les expressions des probabilit�es :

P(cm = 1jfyng) =
exp ~�(cn)

exp ~�(cn) + 1
;

P(cm = 0jfyng) =
1

exp ~�(cn) + 1
:

Nous en d�eduisons avec (3.5) :

dpn =
exp ~�(cn)� 1

exp ~�(cn) + 1
(3.6)

C'est cette information dpn qui alimentera l'�egaliseur de l'it�eration suivante. Au contraire
des syst�emes Turbo, o�u une information extrins�eque est calcul�ee, nous alimentons l'annuleur
d'interf�erence avec la probabilit�e a posteriori. Cette information a posteriori est alors consid�er�ee
comme a priori pour le module suivant.

3.5.6 Conclusion

Le sch�ema de Turbo-�egalisation pr�esent�e permet de r�eduire la complexit�e du traitement de
r�eception par rapport au traitement optimal conjoint en utilisant un traitement it�eratif.

Apr�es avoir �etudi�e chacun des �el�ements du Turbo-�egaliseur, nous en pr�esentons maintenant
les performances.

3.6 Turbo-�egalisation : performances et premi�ere analyse

3.6.1 Conditions de simulation

Nous utilisons ici un Turbo-�egaliseur comprenant :
- codeur : convolutif et r�ecursif syst�ematique, de rendement 1

2
, de longueur de contrainte K = 7

et de polynômes [1; 171
133

],
- entrelaceur binaire uniforme : les bits sont �ecrits ligne par ligne dans une matrice de taille
59� 59 puis lus colonne par colonne,
- modulation : de phase �a deux �etats BPSK,
- mise en forme : les symboles transmis sur le canal sont mis en forme par blocs, o�u chaque bloc
contient 32 symboles utiles suivis de 16 symboles connus et dits d'apprentissage,
- �egaliseur : DFE [54] pour l'it�eration 1, puis AI,
- d�ecodeur : MAP [3].

Types de canaux test�es :
Les canaux test�es sont ceux pr�esent�es Section 2.4.

Quelques courbes de r�ef�erences : a�n de juger de l'eÆcacit�e du Turbo-�egaliseur, nous
pr�esentons tout d'abord les courbes de performances en sortie de l'�egaliseur en fonction des
it�erations (#1, #2, . . . ) et les comparons �a 2 courbes de r�ef�erences :
- BABG : performances sur le canal �a bruit additif blanc gaussien,
- egal. opt. : performances de l'�egaliseur MAP optimal pour ce canal.
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Fig. 3.9 { Performances du Turbo-�egaliseur (entrelaceur uniforme et 1er �egaliseur : DFE) es-
tim�ees en sortie du d�ecodeur pour le canal Porat & Friedlander. Les courbes BABG cod�e et
disjoint optimal sont ici confondues.

De même, nous repr�esentons les courbes de performances en sortie du d�ecodeur en fonction des
it�erations (#1, #2, . . . ) et les comparons �a 2 autres courbes de r�ef�erences :
- BABG cod�e : performances du d�ecodeur optimal MAP sur le canal �a bruit additif blanc
gaussien pour le code consid�er�e,
- disjoint opt. : performances du r�ecepteur disjoint optimal i.e. �egaliseur MAP puis d�ecodeur
MAP pour le canal et le code consid�er�es (le calcul de cette courbe est pr�esent�e Section 4.2.1).

Les r�esultats pr�esent�es dans ce paragraphe ont �et�e obtenus pour des simulations sur 106 bits
d'information et sont pr�esent�es Figures 3.9 et 3.10.

3.6.2 Allure g�en�erale des courbes de performances

Il est int�eressant de noter que pour le canal Porat & Friedlander (cf. Figure 3.9), le Turbo-
�egaliseur obtient les mêmes performances que le canal �a bruit additif blanc gaussien i.e. toute
l'interf�erence due aux autres symboles a bien �et�e supprim�ee. Malgr�e sa sous-optimalit�e, le Turbo-
�egaliseur peut donc obtenir de bonnes performances lorsque le canal n'est pas trop diÆcile (canal
dispersif ayant la même distance minimale que le canal �a bruit additif blanc gaussien).

Dans la suite de ce paragraphe, nous consid�erons des canaux plus s�ev�eres dont la distance
minimale est plus faible que celle du canal �a bruit additif blanc gaussien. Ainsi, le canal Proakis
B pr�esente un exemple int�eressant. Bien qu'apr�es l'�egaliseur les performances tendent vers celles
du canal BABG (Figure 3.10, courbe a), les performances apr�es d�ecodeur restent �eloign�ees de
celles du canal BABG cod�e (Figure 3.10, courbe b). A�n de mieux comprendre le fonctionnement
du Turbo-�egaliseur, nous nous proposons de d�eterminer les caract�eristiques des performances
du Turbo-�egaliseur.
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Fig. 3.10 { Performances du Turbo-�egaliseur (entrelaceur uniforme et 1er �egaliseur : DFE).

3.6.3 Le point de d�eclenchement

Comme dans le cas des Turbo-codes, les simulations ont mis en �evidence l'existence d'un
point de d�eclenchement du ph�enom�ene Turbo. En e�et, nous avons remarqu�e que les it�erations
successives apportent une am�elioration si le TEB est suÆsamment faible apr�es la premi�ere
it�eration.

La Figure 3.10 pr�esente le TEB du Turbo-�egaliseur �evalu�e soit apr�es l'�egaliseur (a et c),
soit apr�es le d�ecodeur (b et d) et ce en fonction de l'it�eration. Pour comparer, nous avons
pr�esent�e les performances du canal BABG (a et c) et celles du canal BABG cod�e (b et d). Nous
remarquons que, pour les deux canaux, les performances du Turbo-�egaliseur s'am�eliorent au �l
des it�erations lorsque le TEB apr�es l'�egaliseur de la premi�ere it�eration est inf�erieur �a 0:2. C'est
donc cette valeur de TEB qui permet le d�eclenchement du ph�enom�ene Turbo.

De plus, nous observons que le canal agit sur l'abscisse de ce point. En e�et, le d�eclenchement
s'op�ere �a un rapport signal �a bruit (Eb

N0
) de 2 dB pour le canal Proakis B (a) et de 10 dB pour le

Proakis C (c). Ainsi, pour le canal Proakis C r�eput�e plus diÆcile que le Proakis B, le ph�enom�ene
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Fig. 3.11 { Performances du Turbo-�egaliseur (entrelaceur uniforme et 1er �egaliseur : MAP).

Turbo s'enclenche pour un rapport Eb
N0

plus fort, ce qui montre l'e�et du canal sur ce point de
d�eclenchement.

Comme le point de d�eclenchement est le point �a partir duquel le ph�enom�ene Turbo s'en-
clenche, il nous parâ�t int�eressant de montrer maintenant l'in
uence de certains param�etres sur
l'abscisse de ce point. En e�et, plus le d�eclenchement a lieu pour un RSB faible, meilleures
seront les performances asymptotiques du Turbo-�egaliseur (i.e. lorsque le nombre d'it�eration
augmente). Ainsi, trouver des param�etres, qui permettent d'avancer le point, permet d'am�eliorer
la structure actuelle du Turbo-�egaliseur.

Il est ainsi apparu que le tout premier traitement (i.e. l'�egaliseur de la premi�ere it�eration) est
primordial et que les performances de cet �egaliseur in
uent directement sur le d�eclenchement
ou non du ph�enom�ene Turbo. Ceci est illustr�e Figure 3.11 en pla�cant un �egaliseur MAP en
d�ebut de châ�ne au lieu d'un �egaliseur DFE. Il est �a noter que cette modi�cation ne change pas
le TEB du point, ce qui continue �a corroborer la th�ese selon laquelle le point de d�eclenchement
est li�e au TEB apr�es le premier �egaliseur. En revanche, l'utilisation d'un �egaliseur MAP en
premi�ere it�eration, permet pour le canal Proakis C de ramener le point de d�eclenchement �a une
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abscisse de 6.5 dB au lieu de 10 et de 1.5 au lieu de 2 dB pour le Proakis B.

Nous avons �egalement �etudi�e l'in
uence de l'entrelaceur. Pour ce faire, nous avons choisi un
entrelaceur de taille 64� 64, o�u les donn�ees sont lues selon une loi non-uniforme pr�ecis�ee dans
[43]. Sur le tableau 3.1, on voit que la nature du premier �egaliseur a�ecte plus le point de
d�eclenchement que l'entrelaceur.

Entrelaceur 1er �egaliseur no de la Figure Proakis B Proakis C

uniforme DFE 3.10 2 dB 10 dB
non-uniforme DFE 3.12 2 dB 9:4 dB
uniforme MAP 3.11 1:5 dB 6:5 dB

non-uniforme MAP 3.13 1:5 dB 6 dB

Tab. 3.1 { Abscisse des points de d�eclenchement pour les canaux Proakis B et C.

Ces premiers r�esultats laissent �a penser que le point de d�eclenchement est primordial dans
le ph�enom�ene Turbo, car plus il a lieu pour un faible RSB, meilleures seront les perfor-
mances asymptotiques du Turbo-�egaliseur (i.e. lorsque le nombre d'it�eration augmente). Pour
l'am�eliorer, il faut prendre le meilleur �egaliseur possible i.e. l'�egaliseur MAP, sauf si le treillis
compte trop d'�etats auquel cas nous utiliserons l'�egaliseur DFE. Notons, que dans le cas de ca-
naux faciles, o�u tous les �egaliseurs donnent des performances proches, nous choisirons le moins
complexe.

3.6.4 L'e�et d'avalanche

Le point de d�eclenchement observ�e au-dessus, marque le d�ebut d'un e�et d'avalanche. En ef-
fet, les courbes de performances pr�esentent une pente de plus en plus forte apr�es le d�eclenchement
et au fur et �a mesure des it�erations, ce qui permet d'assurer les bonnes performances asymp-
totiques du Turbo-�egaliseur. Nous allons maintenant �etudier l'in
uence de l'entrelaceur sur cet
e�et.

Les performances du Turbo-�egaliseur montrent que l'entrelaceur non-uniforme de taille 64�64
(Figure 3.12) donne de meilleurs r�esultats en sortie du d�ecodeur que l'entrelaceur uniforme de
taille 59 � 59 (Figure 3.10). En e�et, avec l'entrelaceur non-uniforme, le gain entre chaque
it�eration du Turbo est plus grand.

L'e�et d'avalanche s'observe �egalement en sortie de l'�egaliseur (cf. Figures 3.10 et 3.11), o�u
l'on observe l'in
uence du 1er �egaliseur. A 5 dB par exemple et pour le canal Proakis B, les
performances apr�es l'�egalisation de la premi�ere it�eration (#1, a) sont �egales, que l'�egaliseur soit
MAP (Fig. 3.11) ou DFE (Fig. 3.10).

En revanche, l'e�et d'avalanche est plus important dans le cas du MAP. En e�et, �a 5 dB, les
performances en sortie de l'AI sont celles du canal �a bruit additif blanc gaussien d�es la 3i�eme

it�eration avec le MAP en premi�ere it�eration, alors qu'elles ne sont mêmes pas atteintes �a la
6i�eme it�eration avec le DFE. Ceci motive, quand c'est possible, l'utilisation de l'�egaliseur MAP
�a la premi�ere it�eration.
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Fig. 3.12 { Performances du Turbo-�egaliseur (entrelaceur non-uniforme et 1er �egaliseur : DFE).

3.6.5 Remarque sur la lecture des courbes

L'ajout de l'ensemble codeur/d�ecodeur dans une châ�ne de communication permet d'obtenir
de meilleures performances. En ajoutant de la redondance dans le signal �emis, le codeur permet
d'accrô�tre les distances (euclidiennes) entre toutes les s�equences cod�ees possibles, au prix d'une
diminution du rapport signal �a bruit cod�e (i.e. transmis) par rapport au RSB utile (cf. Section
1.4.1).

Dans la suite nous souhaitons pouvoir comparer les performances avec et sans codage pour
un même RSB : nous choisissons arbitrairement comme r�ef�erence le RSB utile. Ainsi nous
repr�esentons �egalement les performances apr�es �egaliseur et apr�es d�ecodeur en fonction de ce
même RSB utile. Nous proposons donc dans les Figures 3.10, 3.12, 3.11 et 3.13, une lecture
verticale des courbes i.e. une exp�erience est men�ee pour un RSB utile donn�e et nous lisons
l'�evolution de la probabilit�e d'erreur tant pour l'�egaliseur que pour le d�ecodeur, d'o�u la lecture
verticale.
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Fig. 3.13 { Performances du Turbo-�egaliseur (entrelaceur non-uniforme et 1er �egaliseur : MAP).

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes int�eress�es aux r�ecepteurs correspondant �a l'�emission
d'un message cod�e sur canal s�electif en fr�equence. Ils comportent donc un �egaliseur et un
d�ecodeur. L'approche classique, dans les normes actuelles, est �a ce jour encore disjointe. Nous
avons rappel�e les limitations inh�erentes �a une telle approche et avons consid�er�e les m�ethodes
qui permettent d'am�eliorer de tels r�ecepteurs. Pour ce faire, nous nous sommes plac�es dans
le contexte d'une approche conjointe de mani�ere �a ne pas perdre d'information entre les deux
�etapes d'�egalisation et de d�ecodage. La solution optimale �a ce probl�eme conjoint �etant trop
complexe, nous nous sommes ensuite int�eress�es aux solutions sous-optimales. Parmi elles, les
r�ecepteurs Turbo nous semblaient tr�es prometteurs : ils transforment la complexit�e du probl�eme
conjoint en un traitement it�eratif. Ces r�ecepteurs Turbo sont aujourd'hui au nombre de deux :
le Turbo-d�etecteur utilise un �egaliseur MAP, alors que le Turbo-�egaliseur utilise un annuleur
d'interf�erences �a base de �ltres et �a la complexit�e de ce fait fort r�eduite. C'est pourquoi, nous
nous sommes alors int�eress�es �a cette seconde structure : le Turbo-�egaliseur.
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Apr�es en avoir rappel�e sa structure it�erative et les di��erents �el�ements constituant une it�eration,
nous avons pu pr�esent�e les performances du Turbo-�egaliseur. De cette premi�ere analyse, nous
avons mis en �evidence la pr�esence d'un point de d�eclenchement du ph�enom�ene Turbo i.e. un
certain rapport signal �a bruit de la transmission �a partir duquel les performances s'am�eliorent
au fur et �a mesure des it�erations. Nous avons montr�e que ce point de d�eclenchement d�epend
de la s�electivit�e du canal et qu'il est in
uenc�e par l'�egaliseur de la toute premi�ere it�eration.
Ainsi, nous pouvons conclure que l'utilisation d'un �egaliseur MAP (quand c'est possible) assure
de meilleures performances asymptotiques (i.e. lorsque le nombre d'it�erations augmente) du
Turbo-�egaliseur.

Puis, nous avons montr�e qu'un e�et d'avalanche fait directement suite �a ce point de d�eclenchement.
Cet e�et peut être accru avec l'utilisation d'un entrelaceur, qui assure une r�epartition la plus
al�eatoire possible des erreurs issues de l'�egaliseur.

En�n, l'analyse des performances asymptotiques du Turbo-�egaliseur a montr�e que lorsque
le canal a une distance minimale proche de celle du canal BABG, il est possible d'obtenir les
performances du canal BABG. En revanche, ce n'est pas le cas lorsque le canal est plus s�ev�ere.
C'est ce cas diÆcile que nous nous proposons d'analyser dans le chapitre suivant.



Chapitre 4

Turbo-�egalisation : analyse

4.1 Introduction

Le chapitre pr�ec�edent a rappel�e les caract�eristiques du Turbo-�egaliseur [43], solution sous-
optimale au probl�eme de l'�egalisation et du d�ecodage conjoints. Cette structure fournit pour
certains canaux (cf. Figure 3.9) les performances du canal BABG. En revanche, pour des canaux
aux distorsions plus s�ev�eres, il n'est pas possible de s'a�ranchir de toute l'interf�erence entre
symboles apport�ee par le canal. C'est pr�ecis�ement ce cas, que nous cherchons �a analyser plus
avant maintenant.

Nous observons une distance entre les performances du Turbo-�egaliseur et celles du d�ecodeur
sur un canal BABG. Quelles sont les causes de cette distance? Est-ce que le Turbo-�egaliseur
peut toujours atteindre (i.e. quel que soit le canal) les performances du d�ecodeur sur canal
BABG? Existe-t-il une borne plus proche tenant compte du code, de l'entrelaceur ainsi que du
canal de transmission?

Toutes ces questions nous paraissent tout �a fait l�egitimes. Aussi, nous consacrons la premi�ere
partie de ce chapitre �a trouver des bornes adapt�ees �a notre probl�eme d'�egalisation et de d�ecodage
conjoints. La premi�ere borne pr�esent�ee est celle du syst�eme disjoint dit optimal i.e. un r�ecepteur
comprenant un �egaliseur MAP et un d�ecodeur MAP ou Viterbi, qui atteindrait le gain de
codage obtenu sur un canal BABG. Notons qu'en g�en�eral (cf. Figure 3.1) la concat�enation d'un
�egaliseur MAP et d'un d�ecodeur n'atteint pas cette borne. Puis, nous pr�esentons une deuxi�eme
borne, qui permet de pr�edire les performances de la solution optimale au probl�eme d'�egalisation
et de d�ecodage conjoints. En�n, nous pourrons comparer les performances du Turbo-�egaliseur
avec ces bornes. Cette analyse nous permettra d'isoler la perte due uniquement au traitement
sous-optimal.

Dans une seconde partie, nous pr�esentons une analyse fonctionnelle du Turbo-�egaliseur, qui
permet de pr�edire les performances du Turbo-�egaliseur avec la seule connaissance du code et
du canal. Ainsi, nous verrons quelles caract�eristiques des performances du Turbo-�egaliseur nous
pourrons pr�evoir, sans r�ealiser la simulation Turbo.

4.2 Bornes pour l'�egalisation et le d�ecodage conjoints

Cette partie concerne le calcul de bornes pour des r�ecepteurs r�epondant au probl�eme de
l'�egalisation et du d�ecodage conjoints. Une premi�ere borne (( classique )) est celle donn�ee par
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les performances d'un d�ecodeur MAP sur un canal �a bruit additif blanc gaussien (BABG).
Nous notons cette borne (Pb;BABG cod�e). N�eanmoins, l'analyse de performances (cf. Section 3.6)
a montr�e une distance importante entre les performances du Turbo-�egaliseur et cette borne
Pb;BABG cod�e notamment pour des canaux aux distorsions s�ev�eres. Aussi, nous souhaitons calculer
maintenant de nouvelles bornes, qui tiennent compte des distorsions du canal.

Rappelons, pour ce faire, que le gain de codage (1.10) est la distance (en dB) entre les
performances du canal �a bruit additif gaussien et les performances asymptotiques (i.e. �a fort
RSB) du d�ecodeur de Viterbi pour le même canal :

Pb;BABG cod�e = Pb;BABG(RSB + gain de codage);

avec : gain de codage = 10 log10(Rcdfree):

La Figure 4.1 repr�esente le gain de codage en tant que distance entre les courbes BABG et
BABG cod�e. De même, la distance entre les performances asymptotiques de l'�egaliseur de
Viterbi pour un canal s�electif en fr�equence et le canal �a bruit additif gaussien sont donn�ees par
la perte canal d�e�nie en (2.13) :

Pb;V iterbi = Pb;BABG(RSB - perte canal);

avec : perte canal = 10 log10

 
d2min BABG
d2min canal

!
:

Comme pr�ec�edemment, la Figure 4.1 permet de visualiser cette perte canal.
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Fig. 4.1 { Calcul de bornes pour le canal Proakis B.

D�e�nissons maintenant deux nouvelles bornes particuli�erement adapt�ees au probl�eme de
l'�egalisation et du d�ecodage conjoints. Nous utilisons dans la suite le fait que l'algorithme
de Viterbi ou MAP s�equence a des performances tr�es proches en terme de taux d'erreur binaire
de celles du MAP symbole (cf. Section 2.4). Aussi, dans la suite, nous utiliserons le gain de
codage et la perte canal pour caract�eriser les performances asymptotiques (�a fort RSB) des
algorithmes MAP symbole.
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4.2.1 Le r�ecepteur disjoint optimal

Nous souhaitons ici calculer les performances du syst�eme disjoint optimal. Ce r�ecepteur est
compos�e d'un �egaliseur MAP symbole �a entr�ee et sortie pond�er�ees et d'un d�ecodeur MAP
symboles �a entr�ee pond�er�ee �egalement. Nous supposons de plus, que le d�ecodeur MAP atteint
le gain de codage (1.10) d�e�ni pour le canal BABG. Notons que pour des canaux s�electifs en
fr�equence, le d�ecodeur MAP n'atteint en g�en�eral pas ce gain de codage, comme le montre la
Figure 3.1. Ceci s'explique par le fait que nous approximons la sortie de l'�egaliseur par un
mod�ele de donn�ees sans interf�erences entre symboles plus un bruit additif gaussien. Or, pour
des canaux aux distorsions s�ev�eres, il reste de l'interf�erence et le mod�ele n'est plus valid�e.
N�eanmoins, ce r�ecepteur nous semble int�eressant. En e�et, nous avons conclu dans le chapitre
pr�ec�edent que le tout premier �egaliseur d�etermine (parmi d'autres facteurs) les performances
asymptotiques du Turbo-�egaliseur et que si possible, il faut choisir l'�egaliseur MAP symbole.
Ainsi, la premi�ere it�eration du Turbo-�egaliseur devient le r�ecepteur disjoint, qui n'atteint pas le
gain de codage. Il serait int�eressant de savoir si les it�erations suivantes du Turbo-�egaliseur peu
complexes (car l'�egaliseur est l'annuleur d'interf�erences) permettent d'atteindre voire même de
d�epasser ce gain de codage. D'o�u notre r�ecepteur disjoint optimal.

Pour ce r�ecepteur disjoint optimal, apr�es l'�egaliseur MAP les performances asymptotiques
sont :

Pb;V iterbi = Pb;BABG(RSB - perte canal):

Fait suite le d�ecodeur MAP �a entr�ee pond�er�ee. A�n de simpli�er le calcul de cette borne
nous supposons que ce d�ecodeur atteint le gain codage (cf. Section 1.5) et fournit donc les
performances asymptotiques binaires du r�ecepteur disjoint optimal :

Pb;disjoint optimal(RSB) = Pb;V iterbi(RSB + gain de codage)

= Pb;BABG(RSB + gain de codage - perte canal):

On en d�eduit la perte du syst�eme disjoint optimal par rapport aux performances du d�ecodeur
MAP sur canal BABG (i.e. le cas BABG cod�e) :

perte vis-�a-vis BABG = perte canal - gain codage

perte disjoint = perte vis-�a-vis BABG cod�e = perte canal (4.1)

) �a fort RSB, Pb;disjoint optimal = Pb;BABG cod�e(RSB - perte disjoint) (4.2)

Cette perte disjoint est pr�esent�ee Figure 4.1. Notons que cette borne d�epend des caract�eristiques
du code et du canal.

4.2.2 Le r�ecepteur conjoint optimal

L'analyse de performances (cf. Section 3.6) a montr�e une distance importante entre les perfor-
mances du Turbo-�egaliseur et la borne Pb;BABG cod�e notamment pour des canaux aux distorsions
s�ev�eres. Rappelons que cette borne est en fait les performances du code sur le canal BABG et
repr�esente donc les meilleures performances possibles pour ce code. Dans cette distance nous
souhaitons maintenant isoler la perte due au canal de transmission d'une part et au traitement
sous-optimal du Turbo-�egaliseur d'autre part.

Pour ce faire, il nous faut obtenir les performances du r�ecepteur optimal conjoint pr�esent�e
Section 3.3.1 et les comparer �a celle du Turbo-�egaliseur. La distance sera observ�ee sera celle
due au traitement it�eratif et sous-optimal.
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Pour ce faire, rappelons que le r�ecepteur conjoint optimal calcule les vraisemblances de chaque
s�equence de bits d'information connaissant les �echantillons re�cus du canal et choisit la plus pro-
bable. Ainsi, ce r�ecepteur tient donc compte de l'ensemble du syst�eme fcode+entrelaceur+canalg.
La complexit�e d'un tel algorithme est tout �a fait prohibitive. En e�et, l'entrelaceur plac�e apr�es le
code (( casse )) la structure convolutive de telle sorte que l'ensemble fcode+entrelaceur+canalg
ne peut être repr�esent�e sous forme de treillis et qu'il n'y a donc pas de r�eduction de com-
plexit�e comme dans le cas de l'algorithme de Viterbi (cf. Section 2.3.1.1.2). Sous hypoth�ese
de bruit blanc gaussien, le r�ecepteur conjoint optimal doit alors calculer les distances entre la
s�equence d'�echantillons re�cus et toutes les s�equences possibles (s�equences cod�ees, entrelac�ees et
convolu�ees par le canal) pour �nalement choisir celle la plus proche.

De ce fait, le r�ecepteur conjoint optimal est tr�es proche de l'�egaliseur de Viterbi. Ainsi, de la
même mani�ere que pour l'�egaliseur de Viterbi, o�u l'on pr�edit les performances par rapport au
canal BABG avec la distance minimale entre toutes les s�equences possibles convolu�ees par le
canal, nous pouvons aussi pr�edire les performances du r�ecepteur conjoint optimal par rapport au
canal BABG cod�e en calculant une nouvelle distance globale minimale. Notons cette distance
dglobale min. Elle repr�esente la distance minimale entre toutes les s�equences possibles cod�ees,
entrelac�ees et convolu�ees par le canal. Avec cette nouvelle distance globale minimale, nous
d�e�nissons la perte conjoint :

perte conjoint = 10 log10(
d2BABG cod�e

d2min globale
);

o�u dBABG cod�e est la distance minimale sur le canal BABG cod�e. On obtient alors :

�a fort SNR, Pb;joint optimal = Pb;BABG cod�e(SNR � perte conjoint):

Cette perte joint ainsi que la borne obtenue pour le r�ecepteur conjoint sont pr�esent�es Figure 4.1.
Notons que cette borne fournit les performances asymptotiques du r�ecepteur conjoint optimal
et d�epend des caract�eristiques �a la fois du code, de l'entrelaceur et du canal.

Notons que le calcul de la distance minimale globale est, comme pour le r�ecepteur conjoint
optimal, prohibitif. Aussi, a�n de poursuivre notre �etude, nous devons choisir un cas, o�u le
calcul de cette distance n'est pas trop complexe. C'est cet exemple simple que nous pr�esentons
ci-dessous.

4.2.3 Choix d'un exemple simple

Pour les conditions de simulation sp�eci��ees dans la section 3.6.1 et dans le cas de l'entrelaceur
uniforme de taille 59�59, 2 59�59

2 s�equences de bits d'information sont g�en�er�ees et environ 259�59

distances sont calcul�ees pour obtenir dmin globale. Aussi, le trop grand nombre de distance rend
le calcul de dmin globale impossible dans ce cas. Nous nous proposons donc de choisir un exemple
plus simple (dans les Figures 4.2, 4.3, 4.4) et tout de même int�eressant pour notre �etude, i.e.
o�u les bornes BABG cod�e et joint optimal ne sont pas confondues pour les canaux Proakis B
et C.

Pour ce faire, nous consid�erons l'exemple avec pour caract�eristiques :
- un code de r�ep�etition 3 i.e. un code de longueur de contrainte 1 et de polynômes [1 1 1],
- un entrelaceur non uniforme de taille 12, o�u les donn�ees sont lues modulo 5.

Ces caract�eristiques ont �et�e obtenues grâce �a l'�etude de cas de la Section 2.5. En e�et, pour
le canal Proakis B et avec une modulation BPSK, les motifs d'erreur fournissant la distance
minimale sont donn�es dans le Tableau 2.6 et sont �2 2�2 � � � �2 ou �2 2�2 � � �2.
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Soient 4 bits d'information not�es 1234. Pour notre exemple dit simple, il leur correspond la
s�equence de symboles �emis :

1234
code�! 111222333444

Q
�! 124231342413

mise en forme�! c � � � c 1242 c � � � c 3134 c � � � c 2413 c � � � c

o�u
Q
est l'entrelaceur et c � � � c la s�equence de symboles connus. Les deux s�equences de symboles

�emis, qui donnent la distance minimale globale dmin globale (relative au r�ecepteur conjoint), sont
celles, o�u 2 et 4 di��erent. Ce r�esultat est obtenu apr�es calcul exhaustif de toutes les distances
possibles. On obtient �nalement les valeurs des distances :

d2BABG cod�e = dfreed
2
min BABG = 12

d2min globale = 2d2min canal + d2min BABG = 9:34

d2disjoint opt = dfreed
2
min canal = 8:01

Avec ces distances, nous en d�eduisons les pertes joint et disjoint :

canal perte joint perte disjoint

Proakis B -1.09 dB -1.75 dB
Proakis C -2.01 dB -5.01 dB

Tab. 4.1 { Pertes des r�ecepteurs joint optimal et disjoint optimal vis-�a-vis de la borne sur le
canal BABG cod�e.

4.3 Comparaison du Turbo-�egaliseur avec les bornes

Pour l'exemple pr�ecis�e Section 4.2.3, nous comparons le Turbo-�egaliseur avec les di��erentes
bornes d�ej�a introduites et que nous rappelons maintenant.

Nous consid�erons tout d'abord la borne dite BABG cod�e, correspondant �a la transmission
d'un message cod�e sur un canal BABG. En e�et, nous avons montr�e au paragraphe 3.5.1,
que lorsque l'annuleur d'interf�erences est aliment�e par les �echantillons re�cus et par les vrais
symboles, les performances sont celles du BABG, puis apr�es d�ecodage celles du BABG cod�e.
N�eanmoins, cette borne ne d�epend pas des caract�eristiques du canal de propagation. Ainsi pour
des canaux faciles (i.e. dont la distance minimale est celle du canal BABG) cette borne peut
être atteinte (cf. Figure 3.9). En revanche, pour des canaux diÆciles (par ex. Proakis B ou
C), cette borne ne semble pas être la plus adapt�ee (cf. Figures 3.10, 3.12, 3.13 et 3.11). C'est
pourquoi nous consid�erons aussi ici les bornes introduites dans la Section 3.5.1 pr�ec�edente, �a
savoir la borne disjointe optimale ainsi que la borne jointe optimale.

Une borne plus adapt�ee serait celle du r�ecepteur conjoint optimal car elle d�epend �a la fois
du codeur, de l'entrelaceur et du canal. Les r�esultats de simulation tendent �a montrer que
dans notre exemple le Turbo-�egaliseur n'atteint jamais cette borne (cf. Figures 4.2 et 4.3).
Cependant, il atteint asymptotiquement la borne du disjoint optimal pour le canal Proakis C,
lorsque l'�egaliseur de la premi�ere it�eration est le MAP (cf. Figure 4.3).

La distance entre la borne du conjoint optimal et Turbo-�egaliseur mat�erialise la perte due au
traitement sous-optimal. Cherchons �a l'analyser plus avant et �a trouver les cause possibles de
cette perte. Pour ce faire, observons les performances du Turbo-�egaliseur apr�es l'�egaliseur (cf.
Figure 4.4). Notons que l'AI d�epasse les performances de l'�egaliseur optimal et atteint la borne
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Fig. 4.2 { Performances du Turbo-�egaliseur (1er�egaliseur DFE) apr�es d�ecodage sur canal Proa-
kis B et C.

du canal BABG. Ceci s'explique par le fait que l'AI utilise une information a priori sur les bits
cod�es et n'est donc pas un �egaliseur classique. Cependant, en observant la Figure 4.3, il apparâ�t
clairement que le d�ecodeur n'atteint pas le gain de codage, que l'on pourrait attendre. En e�et,
si le d�ecodeur atteignait le gain de codage, nous aurions apr�es d�ecodage les performances du
canal BABG cod�e, ce qui n'est pas le cas. Ceci pourrait s'expliquer par le fait que le d�ecodeur
suppose que les donn�ees l'alimentant sont soumises �a un bruit gaussien, ce qui sera discut�e plus
avant Section 4.4.3.
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Fig. 4.3 { Performances du Turbo-�egaliseur (1er�egaliseur MAP) apr�es d�ecodage sur canal Proa-
kis B et C.

En�n, une nouvelle piste de r�e
exion vient d'une analogie faite entre le Turbo-�egaliseur et
les codes concat�en�es en s�erie. On remarque en e�et, que lorsque deux codes sont concat�en�es en
s�erie, si le premier r�ealise bien le gain de codage escompt�e, il n'en est pas de même du second.

Toutes ces analyses nous am�enent �a penser que la structure du Turbo-�egaliseur peut être
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encore am�elior�ee.
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Fig. 4.4 { Performances du Turbo-�egaliseur (1er�egaliseur MAP) apr�es �egalisation sur canal
Proakis B.

Ainsi, pour notre exemple dit simple, le Turbo-�egaliseur n'atteint jamais les performances
du syst�eme joint optimal et tend au mieux vers le disjoint optimal pour le Proakis C et avec
un �egaliseur MAP en premi�ere it�eration (cf. Figure 4.3). Avec un meilleur code (K = 7), un
entrelaceur non-uniforme de taille 64 � 64 et le MAP comme premier �egaliseur, nous avions
obtenu les performances de la Figure 3.13, o�u le canal Proakis B d�epasse la borne disjoint
optimal et le Proakis C tend vers cette même borne. Ainsi, le Turbo-�egaliseur semble permettre
d'atteindre le gain de codage escompt�e vis-�a-vis du syst�eme disjoint r�eel qui ne le peut (cf.
Figure 3.1), mais n'atteint pas la borne du disjoint optimal. En comparaison, le Turbo-d�etecteur
obtient de meilleures performances notamment avec le canal �a la distance plus faible encore que
le Proakis B [18, Fig. IV.16, page 93]. Ceci nous am�ene �a penser que l'annuleur d'interf�erences
est l'�el�ement �a am�eliorer, en tenant compte notamment de la nature des donn�ees retourn�ees dpn
[23].

4.4 Analyse fonctionnelle

Dans la section pr�ec�edente (Section 4.3), nous avons compar�e les performances du Turbo-
�egaliseur avec des bornes adapt�ees au probl�eme de l'�egalisation et du d�ecodage conjoints. Cette
analyse nous a permis de conclure, que le Turbo-�egaliseur n'atteint pas, pour des canaux aux
distorsions s�ev�eres, les performances du r�ecepteur conjoint optimal au sens du MAP. La distance
entre les courbes est due au processus it�eratif sous-optimal et plus pr�ecis�ement au d�ecodeur qui
n'atteint pas le gain de codage.

Puisque le d�ecodeur semble ne pas fournir le gain escompt�e au cours des it�erations, nous
nous int�eressons, dans cette nouvelle section, �a caract�eriser le d�ecodeur au cours du processus
it�eratif. Pour ce faire, nous allons repr�esenter les performances du Turbo-�egaliseur en deux
points strat�egiques : apr�es l'�egaliseur et apr�es le d�ecodeur. Il est important de visualiser en ces
deux points la même variable, de mani�ere �a voir son �evolution au cours des it�erations. De plus,
cette variable doit contenir autant d'information que le TEB, pour connâ�tre les performances
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en ce point de la châ�ne. Aussi, la variable choisie est l'inverse du rapport signal �a bruit, soit la
puissance d'erreur normalis�ee par la puissance utile.

Par l'�etude de l'�evolution de cette variable au cours des it�erations, nous obtiendrons une
nouvelle analyse du Turbo-�egaliseur, que nous appellerons analyse fonctionnelle. Pour ce faire,
nous nous inspirons de la d�emarche utilis�ee par [31] dans le cas d'une transmission multi-
utilisateurs CDMA [31]. Ainsi, cette analyse nous permettra de pr�edire les performances du
Turbo-�egaliseur sans avoir recours aux simulations.

4.4.1 Principe de l'analyse fonctionnelle

Le Turbo-�egaliseur est un r�ecepteur qui s'articule autour de deux traitements principaux :
l'�egaliseur et le d�ecodeur. Chacun de ces traitements a pour vocation de fournir �a sa sortie
une estimation de donn�ees plus �able qu'�a son entr�ee. En d'autres termes, la vocation de ces
traitements est de diminuer la puissance d'erreur qui a�ecte les donn�ees. De plus, si nous faisons
l'hypoth�ese d'une erreur blanche et gaussienne, cette erreur est compl�etement caract�eris�ee par sa
variance. Quant aux traitements d'�egalisation et de d�ecodage, ils ne sont pas seulement sensibles
�a la puissance d'erreur mais aussi �a la puissance utile. En e�et, la repr�esentation classique
des performances est la courbe du TEB en fonction du rapport signal �a bruit i.e. le rapport
puissance utile sur puissance de bruit (ou d'erreur ici). Aussi, dans notre nouvelle repr�esentation
des performances, nous devons plutôt consid�er�e une puissance d'erreur normalis�ee i.e. le rapport
de la puissance d'erreur sur la puissance utile.

De plus, pour expliquer le processus it�eratif, nous devons pr�esenter des puissances d'erreur
relatives aux mêmes donn�ees utiles. Nous choisissons pour donn�ees utiles les symboles �emis dn.
L'estimation de dn est disponible en deux points du Turbo-�egaliseur (cf. Figure 4.6) soit sous la
forme de yn, soit sous la forme de dpn. Ainsi, au cours du processus it�eratif, la puissance d'erreur
normalis�ee Pe;N de l'estim�ee de dn �evolue, comme le montre la Figure 4.5.

g1 f f fg
Pe;N(rn) Pe;N(yn) Pe;N(d

1
n) g

Pe;N(yn) Pe;N(d
2
n) Pe;N(yn) Pe;N(d

p
n)Pe;N(d

p�1
n )

Fig. 4.5 { Evolution de la puissance d'erreur normalis�ee de l'estim�ee de dn.

Puis, cette �evolution est mat�erialis�ee en repr�esentant sur la même �gure, les courbes de
l'�egaliseur g�1 et du code f . Le point de concours de ces deux courbes est appel�e un point �xe.
D'apr�es la th�eorie du point �xe, le Turbo-�egaliseur converge vers ce point �xe si ce point est
stable i.e. si la fonction f Æ g est contractante :

jf Æ g(x)jx=point �xe < 1:

Pour calculer les puissances d'erreur normalis�ees, nous supposons donc que les estim�ees yn
et dpn sont a�ect�ees d'une erreur BABG (cf. Section 4.4.1.1). Nous discuterons Section 4.4.3 la
validit�e de ce mod�ele.
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4.4.1.1 Mod�elisation des estimations de dn

Scindons le Turbo-�egaliseur selon deux traitements. Le premier correspond �a l'�egaliseur. Il
est aliment�e par les �echantillons re�cus :

rn = h ? dn + wn; de puissance d'erreur normalis�ee �2w;N =
�2w


h(0)�2d
; (4.3)

et par la sortie de l'it�eration pr�ec�edente :

dp�1n = �dn + "n; de puissance d'erreur normalis�ee �2";N =
�2"
�2�2d

: (4.4)

Il fournit une estimation pond�er�ee du symbole dn sous la forme

yn = �dn + �n; de puissance d'erreur normalis�ee �2�;N =
�2�
�2�2d

: (4.5)

Notons que l'indice N signi�e normalis�e.

Le second traitement correspond �a l'ensemble : convertisseur M-aire binaire, d�esentrelaceur,
d�ecodeur, entrelaceur et calcul de dpn, comme pr�esent�e Figure 4.6. Pour simpli�er le discours,
nous appelons d�ecodeur ce deuxi�eme traitement. Il est aliment�e par yn de puissance d'erreur
normalis�ee �2�;N (4.5) et fournit l'estimation pond�er�ee dpn de puissance d'erreur normalis�ee �2";N
(4.4).

�egaliseur

d�ecodeur
MAP

convertisseur
M-aire
binaire

calcul de
dpn

entrelaceur d�esentrelaceur

rn = h ? dn + wn

dp�1n = �dn + "n

yn = �dn + �n

�2�;N

�2w;N

�2";N

Fig. 4.6 { Nouvelle repr�esentation du Turbo-�egaliseur pour l'analyse fonctionnelle.

Pour des questions de simplicit�e, nous supposons que les mod�eles de yn et de dpn sont
ind�ependants des it�erations. Aussi, � et � sont ind�ependants de p. De plus, nous supposons
�, dans (4.4), et �, dans (4.5), ind�ependantes du temps n. Cette hypoth�ese est v�eri��ee pour �
�a la toute premi�ere it�eration, car le canal est invariant dans le temps et que la modulation est
�a deux �etats de même puissance (modulation de phase binaire et coh�erente). En revanche pour
� et pour les it�erations suivantes de �, il s'agit d'une simpli�cation.

De plus, pour tous les mod�eles (4.3), (4.4) et (4.5), nous consid�erons l'erreur gaussienne
centr�ee et blanche. Cette hypoth�ese est v�eri��ee pour la sortie du canal (4.3). Nous discuterons
les hypoth�eses de gaussianit�e relatives aux mod�eles (4.4) et (4.5) dans la section 4.4.3.

Dans la suite, toutes les puissances d'erreur consid�er�ees sont normalis�ees (sauf si le contraire
est pr�ecis�e) et nous ne rappellerons pas syst�ematiquement normalis�e.
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4.4.1.2 Puissance d'erreur normalis�ee pour le code

Nous souhaitons maintenant calculer la puissance d'erreur en sortie du d�ecodeur en fonction
de celle �a son entr�ee. De par l'hypoth�ese d'un mod�ele �a erreur additive blanche gaussienne
en entr�ee du d�ecodeur (4.5), la courbe qui caract�erise le d�ecodeur est obtenue en simulant ce
même d�ecodeur �a la sortie d'un canal BABG. La courbe obtenue �2";N = f(�2�;N) est pr�esent�ee
Figure 4.7.
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Fig. 4.7 { Puissance d'erreur du code.

4.4.1.3 Puissance d'erreur normalis�ee pour l'annuleur d'interf�erence

Calculons maintenant la puissance d'erreur en sortie de l'annuleur d'interf�erence en fonction
de celle en entr�ee. De par les mod�eles de donn�ees (4.3) et (4.4), et de par les expressions des
�ltres de l'annuleur d'interf�erence (3.1), nous pouvons obtenir une expression analytique de la
puissance d'erreur en sortie de cet �egaliseur.

D'apr�es (3.1), les expressions temporelles des �ltres sont :

pn = �h��n; qn = � (
h(n)� 
h(0)Æn) avec � =
�2d

�2d
h(0) + �2w
: (4.6)

La sortie de l'AI s'�ecrit :

yn = p ? rn � q ? dpn;
= (p ? h� �q) ? dn + p ? wn � q ? "n:

Pour qu'il y ait annulation d'interf�erence i.e. p ? h� �q = �
h(0)Æn, nous supposons � = 1. D�es
lors, nous obtenons avec (4.6) :

yn = �
h(0)dn + p ? wn � q ? "n:
D'o�u

� = �
h(0)

Nous avons d�ej�a suppos�es que les processus wn et "n sont blancs et centr�es. Supposons de plus
ces processus ind�ependants entre eux grâce �a l'entrelaceur. Aussi, nous obtenons :

�2� = var(p ? wn) + var(�q ? "n) = 
p(0)�
2
w + 
q(0)�

2":
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Or 
p(0) = �2
h(0);


q(0) = �2�h:

o�u �h est l'autocorr�elation de l'autocorr�elation du canal hn sans le terme central. En e�et,

�h =
X
n

(
h(n)� 
h(0)Æn) (
h(�n)� � 
h(0)Æn) ;

=
X
n


h(n)
h(�n)� � 
h(0)2Æn:

Finalement, nous obtenons :

�2� = �2
h(0)�
2
w + �2�h�

2
" ;

�2�;N =
�2�
�2�2d

=
�2w


h(0)�2d
+

�h�
2
"


h(0)2�2d
;

= �2w;N +
�h


h(0)2
�2";N ; (4.7)

d'apr�es (4.3) et (4.4) et en supposant � = 1.

Les caract�eristiques des annuleurs d'interf�erence �2�;N = g�2
w;N

(�2";N) sont pr�esent�ees Figure 4.8

pour di��erents canaux.
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Fig. 4.8 { Puissance d'erreur de l'annuleur d'interf�erence.

4.4.1.4 Puissance d'erreur normalis�ee pour le DFE

Dans le cas du DFE, la puissance d'erreur en sortie de l'�egaliseur d�epend uniquement du
rapport signal �a bruit de la transmission et donc de �2w;N . Nous avons utilis�e le DFE pr�esent�e
dans [54], o�u est calcul�e le rapport signal �a bruit en sortie de l'�egaliseur en fonction de celui en
entr�ee avec l'hypoth�ese de donn�ees retourn�ees exactes. Nous en d�eduisons directement la courbe
�2�;N = g(�2w;N), que nous repr�esentons en pointill�e sur la Figure 4.9.a. Une simulation avec
donn�ees retourn�ees estim�ees, nous donne la courbe en trait plein �2�;N = g(�2w;N). La distance
entre les courbes en trait plein et pointill�e montre donc l'incidence des erreurs d'estimation
retourn�ees (et donc du ph�enom�ene de propagation d'erreur) sur la puissance d'erreur en sortie
de l'�egaliseur.
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Fig. 4.9 { Puissance d'erreur pour les �egaliseurs DFE et MAP symbole.

4.4.1.5 Puissance d'erreur normalis�ee pour l'�egaliseur MAP symbole

C'est par une simulation que nous obtenons ici la puissance d'erreur en sortie de l'�egaliseur
MAP symbole en fonction de celle en entr�ee. La Figure 4.9.b montre la courbe �2�;N = g(�2w;N)
pour l'�egaliseur MAP symbole et pour di��erents canaux.

4.4.2 Application au cas des canaux s�electifs en fr�equence

Appliquons cette analyse au Turbo-�egaliseur pour des canaux s�electifs en fr�equence, que nous
utilisons dans cette th�ese, �a savoir les canaux Porat & Friedlander, Proakis B et Proakis C.
Pour ce faire, classons les canaux selon que le Turbo-�egaliseur tende ou ne tende pas vers la
borne BABG cod�e (d�e�nie Section 4.2.2)

4.4.2.1 Cas des canaux, o�u le Turbo-�egaliseur tend vers la borne BABG cod�e

Tout d'abord, nous repr�esentons la courbe du code �2";N = f(�2�;N). Cette courbe a �et�e
obtenue avec l'hypoth�ese que le mod�ele de l'erreur en entr�ee du d�ecodeur est bien BABG. Nous
validons cette courbe pour le Turbo-�egaliseur, en observant les courbes �2";N = f(�2�;N) pour
chaque d�ecodeur du Turbo-�egaliseur. La comparaison de ces courbes avec celle obtenue sur
canal BABG est pr�esent�ee Figure 4.10 et montre que nous pouvons utiliser dans notre analyse
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Fig. 4.10 { Validation de la courbe du code pour le canal Porat.
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fonctionnelle la courbe du d�ecodeur obtenue sur le canal BABG.

Quant �a l'annuleur d'interf�erence, il est d�ecrit par la courbe �2";N = g�1
�2
w;N

(�2�;N). Pour un

rapport signal �a bruit donn�e de transmission (i.e. �2w;N �x�e), il s'agit d'une droite d�e�nie en
(4.7).

Pla�cons nous dans le cas, o�u le bruit de la transmission est tel que le RSB utile vaut �5dB.
Les courbes du code et de l'AI (pour ce RSB utile) sont pr�esent�ees Figure 4.11.a. Pour ce RSB
utile, la premi�ere it�eration (i.e. �egaliseur et d�ecodeur) fournissent une puissance d'erreur not�ee
par un cercle. Puis, l'AI traite les donn�ees et donne (ici) une puissance d'erreur plus faible,
de même pour le d�ecodeur et ainsi de suite jusqu'�a la convergence vers le point �xe, not�e par
une �etoile. La Figure 4.11.b pr�esente la valeur de la d�eriv�ee en le point �xe pour di��erentes
valeurs de RSB utile. Cette Figure montre que dans la zone d'int�erêt de fonctionnement du
Turbo-�egaliseur le point �xe est stable et le Turbo-�egaliseur converge donc bien vers ce point.
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Fig. 4.11 { Processus it�eratif du Turbo-�egaliseur : cas du canal Porat.

Le point �xe est toujours situ�e (par d�e�nition) sur la courbe du d�ecodeur. Or, cette courbe
a �et�e obtenue sur un canal BABG. Donc, cette courbe n'est autre que la borne BABG cod�e
pr�esent�ee Section 4.2. N�eanmoins, si le point �xe est situ�e sur cette courbe BABG cod�e, cela ne
signi�e pas syst�ematiquement que le Turbo-�egaliseur va tendre en performances vers le BABG
cod�e. Nous expliquons ceci en observant la Figure 4.12. Fixons le rapport signal �a bruit utile
i.e. �xons �2w;N . Dans le cas de la simulation du d�ecodeur sur un canal BABG, il correspond
�a cette valeur de �2w;N une puissance d'erreur en sortie du d�ecodeur not�ee par une croix (+).
En revanche, le Turbo-�egaliseur converge vers le point �xe not�e par une �etoile (*), pour lequel
la puissance en sortie est plus grande. Nous mettons donc en �evidence une distance � entre
les performances du BABG cod�e et du Turbo-�egaliseur. La Figure 4.12 montre �egalement qu'�a
fort �2w;N (i.e. faible RSB utile) cet �ecart � est important, alors qu'�a faible �2w;N (i.e. fort RSB
utile) la distance � est quasi nulle.

Ainsi, par notre analyse fonctionnelle, nous obtenons une pr�ediction des performances asymp-
totiques du Turbo-�egaliseur �a savoir le Turbo-�egaliseur tend vers la borne BABG cod�e (�a fort
RSB utile), r�esultat con�rm�e par les simulations (cf. Figure 3.9). De plus, nous pouvons d�e�nir
une notion de diÆcult�e de canal. En e�et, si la courbe de l'AI �2";N = g�1�2

w;N
(�2�;N) avait une

pente in�nie, il n'y aurait aucun �ecart � et les performances seraient toujours celles du BABG
cod�e. Ainsi, plus la pente est faible i.e. plus


h(0)
2

�h
est faible ;
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Fig. 4.12 { Explication de l'�ecart entre le Turbo-�egaliseur et la borne BABG cod�ee.

plus le canal est diÆcile �a traiter pour le Turbo-�egaliseur.

Ainsi, pour les canaux, o�u le Turbo-�egaliseur tend vers la borne BABG cod�e, nous obte-
nons une bonne pr�ediction des performances du Turbo-�egaliseur. De plus, nous obtenons une
d�e�nition de la s�ev�erit�e du canal, lorsque le traitement utilis�e est le Turbo-�egaliseur.

4.4.2.2 Cas des canaux, o�u le Turbo-�egaliseur ne tend pas vers le BABG cod�e

Nous nous int�eressons maintenant au cas plus diÆcile, o�u il existe une distance importante
entre le Turbo-�egaliseur et la borne BABG cod�e et ce même �a fort RSB, comme pour les canaux
Proakis B et C. Les simulations ont montr�e que le comportement du d�ecodeur au cours des
it�erations Turbo est tr�es di��erent du cas o�u le d�ecodeur est plac�e apr�es un canal BABG, comme
le montre la Figure 4.13.

Aussi, de mani�ere �a pr�edire, même dans ce cas, les performances asymptotiques du Turbo-
�egaliseur, nous avons appliqu�e une p�enalit�e �a la puissance d'erreur entrant dans le d�ecodeur.
De mani�ere �a pouvoir toujours pr�edire les performances, il nous fallait utiliser un coeÆcient
calculable avec les connaissances seules du code et du canal. En appliquant le coeÆcient mul-
tiplicatif :

d2min canal
d2min BABG

�a la puissance d'entr�ee du d�ecodeur, nous obtenons la courbe en trait discontinu, qui s'approche
(plus ou moins) des courbes du d�ecodeur de la simulation Turbo. C'est cette courbe p�enalis�ee
que nous utiliserons dans la suite, pour expliquer le processus it�eratif du Turbo-�egaliseur.

Notons que nous pouvons �egalement appliquer cette courbe p�enalis�ee au cas des canaux de
type Porat d�etaill�e Section 4.4.2.1. En e�et, pour le canal Porat le coeÆcient vaut 1 et la courbe
p�enalis�ee est confondue avec celle du code sur canal BABG.

Fort de cette nouvelle courbe du code, �etudions maintenant les canaux Proakis B et C en
appliquant notre analyse fonctionnelle.

4.4.2.2.1 Cas du canal Proakis B

Pla�cons nous dans le cas, o�u le bruit de la transmission est tel que le RSB utile vaut 0dB.
Les courbes du code (p�enalis�e) et de l'AI (pour ce RSB utile) sont pr�esent�ees Figure 4.14.a et
montrent la pr�esence d'un point �xe, comme pour le canal Porat.
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Fig. 4.13 { Validation de la courbe du code pour les canaux Proakis B et C.

La Figure 4.14.b pr�esente la stabilit�e de ce point �xe en fonction du RSB utile. Il est
int�eressant de noter, que ce point est stable �a partir d'une valeur de RSB d'environ 3 dB,
ce qui pourrait correspondre au point de d�eclenchement. L'analyse des performances du Turbo-
�egaliseur a montr�e (cf. Tableau 3.1, page 69) que le d�eclenchement du Turbo-�egaliseur sur le
canal Proakis B a lieu �a un RSB utile d'environ 1.5/2 dB. L'�ecart de 1 dB, pourrait s'expliquer
par le fait que nous n'avons pas la courbe exacte du code.

0 2 4 6 8 10 12
0

2

4

6

8

10

12

σ2
ξ,N

σ2 ε,
N

canal Proakis B

code  
AI 0dB

0 1 2 3 4 5
0

0.5

1

1.5

E
b
/N

0
 utile

|fg
(x

)|
, x

=
po

in
t f

ix
e

canal Proakis B

seuil

a. Existence du point �xe b. Stabilit�e du point �xe

Fig. 4.14 { Processus it�eratif du Turbo-�egaliseur : cas du canal Proakis B.

Ainsi, nous avons montr�e l'existence d'un point �xe dans le cas du Proakis B. De plus, la
limite de stabilit�e de ce point �xe pourrait correspondre au point de d�eclenchement.

4.4.2.2.2 Cas du canal Proakis C

Dans le cas du canal Proakis C, nous observons un ph�enom�ene di��erent du canal Proakis B.
En e�et, il n'existe pas toujours un point �xe. Le cas limite d'existence pourrait co��ncider avec
le point de d�eclenchement. Nous avions trouv�e (cf. Tableau 3.1, page 69) avec le canal Proakis
C un point de d�eclenchement entre 6 et 10 dB. Ici, la limite d'existence du point a lieu �a 6.5 dB.

Avec le canal Proakis C nous observons un cas di��erent du canal Proakis B. Ici, c'est la limite
d'existence du point �xe qui semble d�eterminer le point de d�eclenchement.

De plus, l'�etude des canaux Proakis B et C con�rme l'observation faite pour le canal Porat :
plus la pente de l'AI est faible (i.e. plus 
h(0)

2=�h est faible), plus les performances du Turbo-
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Fig. 4.15 { Existence du point �xe pour le canal Proakis C.

�egaliseur sont mauvaises.

4.4.3 Causes du mauvais fonctionnement du d�ecodeur : validit�e du

mod�ele BABG

Dans la section pr�ec�edente 4.4.2.2, nous avons montr�e que pour des canaux diÆciles, l'analyse
utilisant l'hypoth�ese d'une erreur blanche et gaussienne, ne permet pas de pr�edire le fonctionne-
ment du Turbo-�egaliseur. En e�et, il nous a fallu ajouter une p�enalit�e au code, car �a puissance
d'erreur en entr�ee �egale, le d�ecodeur fournit une puissance d'erreur plus importante en sortie
lorsqu'il est aliment�e par la sortie de l'�egaliseur que lorsqu'il est aliment�e par la sortie du canal
BABG. Cependant, l'hypoth�ese d'une erreur blanche et gaussienne en sortie de l'AI a �et�e faite
a priori et il nous parâ�t important de valider cette hypoth�ese.

Pour ce faire, nous consid�erons la sortie de l'AI pour le canal Proakis C, canal le plus diÆcile
�etudi�e ici et o�u le mod�ele BABG doit être le plus faux. Nous nous pla�cons d'une part �a 5 dB
(cf. Figure 4.16) i.e. avant le point de d�eclenchement et d'autre part �a 11 dB (cf. Figure 4.17)
i.e. apr�es ce point.

Dans ces Figures 4.16 et 4.17, nous observons di��erentes statistiques pour les donn�ees yn =
�dn + �n entrant dans le d�ecodeur. Ainsi, pour chaque it�eration (une ligne correspond �a une
it�eration), nous observons, de gauche �a droite, les densit�es de probabilit�es P (<(yn)jdn = 1) et
P (<(yn)jdn = �1), puis la densit�e de probabilit�e de la partie imaginaire de l'erreur P (=(�n)),
puis les �echantillons de partie r�eelle de l'erreur <(�n) et en�n l'autocorr�elation de l'erreur.

It�eration P (<(yn)jdn = 1) P (<(yn)jdn = �1)
1 G 4.00119 NG 13.81500
2 NG 64.99286 NG 76.25663
3 NG 21.87118 NG 81.74075
4 NG 53.78458 NG 40.29923
5 NG 56.29801 NG 76.86348
6 NG 99.80638 NG 78.72508

Tab. 4.2 { R�esultat du test de gaussianit�e pour le canal Proakis C �a 5 dB.

Testons tout d'abord la gaussianit�e de l'erreur �n et notamment de sa partie r�eelle qui porte
l'information utile (dans le cas d'une modulation de phase binaire coh�erente avec pour symboles
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Fig. 4.16 { Validit�e du mod�ele BABG pour le canal Proakis C avant le point de d�eclenchement
(5 dB). Donn�ees observ�ees : yn entrelac�e (entr�ee du d�ecodeur).

1 et -1). Pour ce faire, nous avons utilis�e le test bas�e sur les cumulants d'ordre 3 et 4 et propos�e
par [16]. Il teste donc la sym�etrie de la densit�e et son aplatissement. Ce test permet de d�ecider
si la densit�e test�ee est gaussienne ou non, en calculant une statistique bas�ee sur les �ecarts
gaussiens normalis�ees correspondant aux moments d'ordre 3 et 4 et en la comparant �a un seuil,
fonction du taux d'erreur tol�er�e par rapport �a la gaussienne. Nous avons tol�er�e ici 5% d'erreur
et le r�esultat du test est pr�esent�e Tableaux 4.2 et 4.3. Le seuil pour des s�equences de taille 5000
et pour une tol�erance d'erreur de 5% vaut 5:812675 et si la statistique pour la densit�e test�ee est
plus grande que le seuil, la densit�e test�ee est d�ecid�ee non-gaussienne (NG) et gaussienne (G)
sinon. Ainsi, pour presque toutes les it�erations et quelque soit le RSB (5 ou 11 dB), les densit�es
de probabilit�e P (<(yn)jdn = 1) et P (<(yn)jdn = �1) sont non gaussiennes.

It�eration P (<(yn)jdn = 1) P (<(yn)jdn = �1)
1 NG 303.59397 NG 449.73656
2 NG 659.11317 NG 1175.85027
3 NG 1436.64213 NG 1871.42903
4 NG 1172.59847 NG 2762.65551
5 NG 1302.04215 NG 2306.73097
6 NG 2291.85882 NG 1929.87387

Tab. 4.3 { R�esultat du test de gaussianit�e pour le canal Proakis C �a 11 dB.

Quant �a la blancheur de l'erreur, elle est quasi v�eri��ee d'apr�es la visualisation. Il demeure
des pics secondaires, mais qui sont suÆsamment �eloign�es du pic central pour ne pas gêner le
d�ecodeur.

Ainsi, nous avons montr�e que les estim�ees �a l'entr�ee du d�ecodeur sont a�ect�ees d'erreurs
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Fig. 4.17 { Validit�e du mod�ele BABG pour le canal Proakis C apr�es le point de d�eclenchement
(11 dB).

qui ne sont pas gaussiennes. Or, le d�ecodeur utilise explicitement le mod�ele BABG. Aussi,
l'algorithme de d�ecodage est sous-optimal pour les conditions r�eelles de simulation et il est
normal de ne pas atteindre le gain de codage.

4.5 Conclusion

Dans le pr�esent chapitre, nous avons analys�e les performances du Turbo-�egaliseur. Nous avons
tout d'abord d�e�ni de nouvelles bornes adapt�ees au probl�eme de l'�egalisation et du d�ecodage
conjoints. Nous avons ainsi mis en �evidence que la borne BABG cod�e n'est pas ici la borne la
plus pertinente, car elle ne peut être atteinte pour tous les canaux. Aussi, nous avons calcul�e
une borne pour le r�ecepteur conjoint optimal au sens du MAP. La distance observ�ee entre cette
borne et les performances du Turbo-�egaliseur montre l'e�et de la sous-optimalit�e de ce Turbo-
�egaliseur. N�eanmoins, si le r�ecepteur conjoint optimal est de grande complexit�e, sa borne l'est
aussi et il n'est pas toujours possible de pouvoir la calculer. Ainsi, dans de nombreux cas, nous
devrons nous satisfaire de la borne BABG cod�e et de la borne disjoint optimal, sachant que
la borne conjoint optimal se trouve entre les deux derni�eres. D'autre part, si nous comparons
les performances du Turbo-�egaliseur avec la borne BABG cod�e, il faudra se rappeler que la
distance entre ces deux courbes est imputable d'une part au canal lui-même et d'autre part �a
la sous-optimalit�e du Turbo-�egaliseur.

L'analyse des performances a �egalement montr�e un r�esultat fort surprenant. Apr�es l'�egaliseur,
nous avons les performances du canal BABG. En revanche, le d�ecodeur ne donne pas le gain de
codage. Aussi, dans une seconde partie, nous nous sommes int�eress�es �a caract�eriser le processus
it�eratif en visualisant, au cours des it�erations, l'�evolution de la puissance d'erreur normalis�ee
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i.e. le rapport de la puissance d'erreur sur la puissance utile.

Dans cette analyse, nous avons dû appliquer une p�enalit�e �a la courbe repr�esentant le code,
p�enalit�e �egale au rapport des distances minimales au carr�e sur canal s�electif et sur canal BABG.
Puis, les performances asymptotiques du Turbo-�egaliseur sont donn�ees par la r�esolution du
point �xe, point de concours entre les courbes du code (p�enalis�ee) et de l'AI. Il nous semble
possible alors d'expliquer le point de d�eclenchement soit comme la limite d'existence du point
�xe, soit, si ce point existe toujours, comme sa limite de stabilit�e. De plus, nous avons obtenu
une nouvelle d�e�nition de la diÆcult�e du canal lorsqu'il est trait�e par le Turbo-�egaliseur, en
fonction de l'autocorr�elation de l'autocorr�elation du canal (sans le terme central).

En�n, nous avons test�e la validit�e du mod�ele BABG en entr�ee du d�ecodeur, a�n de pouvoir
expliquer ses mauvaises performances. Nous avons alors montr�e que si l'hypoth�ese de blancheur
est quasiment v�eri��ee, il n'en est pas de même pour l'hypoth�ese gaussienne.
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Chapitre 5

D�etection multi-utilisateurs et

d�ecodage conjoints : Turbo-CDMA

5.1 Introduction

Apr�es avoir pr�esent�e puis analys�e le Turbo-�egaliseur (propos�e par Laot [43]) dans les deux
chapitres pr�ec�edents, nous nous int�eressons maintenant �a son application aux transmissions
radiomobiles. Pour ce faire, rappelons que les normes radiomobiles d�eterminent uniquement les
caract�eristiques de l'�emetteur et que le choix du r�ecepteur revient au constructeur. Ainsi, le
Turbo-�egaliseur, pr�esent�e aux chapitres 3 et 4, en tant que solution au probl�eme de l'�egalisation
et du d�ecodage conjoints, s'applique directement au cas des transmissions TDMA (Time Divi-
sion Multiple Access), o�u les donn�ees cod�ees sont transmises sur des canaux s�electifs en fr�equence
et en temps, comme dans la norme GSM. Nous nous int�eressons ici plutôt �a l'application du
Turbo-�egaliseur aux normes radiomobiles avec acc�es multiple par r�epartition par code (AMRC
ou CDMA en anglais pour code division multiple access), comme dans la norme UMTS. Dans
la suite, nous pr�ef�ererons l'acronyme anglais plus couramment utilis�e.

Ce choix de la norme CDMA est motiv�e par le fait que le CDMA b�en�e�cie aujourd'hui d'un
int�erêt tout particulier, qui lui vaut de �gurer dans de nombreuses normes (IS-95, IMT-2000 et
UMTS en cours de normalisation). N�eanmoins, les perturbations subies par le signal utile �emis
sont plus nombreuses que dans le cas du TDMA, car, en plus des interf�erences entre symboles, le
signal est soumis �a des interf�erences dues �a la pr�esence des autres utilisateurs. Nous souhaitons
ici �eliminer ou r�eduire tous les types d'interf�erence grâce �a une m�ethode peu complexe mais
performante. Cette m�ethode sera d�eduite de la Turbo-�egalisation, o�u nous gardons le principe
d'une �egalisation peu complexe �a base de �ltres [43].

Pour ce faire, nous rappelons bri�evement le syst�eme de transmission CDMA et quelques-uns
de ses r�ecepteurs les plus classiques, puis ceux qui int�egrent une information de d�ecodage. Nous
pourrons alors proposer le mod�ele CDMA, que nous utiliserons tout au cours de ce chapitre.
Lui fera directement suite, la d�e�nition du probl�eme de la d�etection multi-utilisateurs et du
d�ecodage conjoints. D�es lors, nous pourrons introduire un premier sch�ema de r�eception Turbo-
CDMA. Pour celui-ci, nous introduirons de nouveaux �egaliseurs �a base de �ltres pour la premi�ere
it�eration (de type DFE) mais aussi pour les it�erations suivantes (annuleur d'interf�erences). Pour
les DFE, nous introduirons un nouveau crit�ere relatif �a l'ordre de d�emodulation des utilisateurs.
En�n, nous proposerons une am�elioration de cette structure.

Nous n'abordons pas dans cette th�ese le probl�eme de la s�electivit�e du canal en temps. En
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e�et, nous supposons les variations du canal au cours du temps suÆsamment lentes pour que
l'estimation du canal par la s�equence d'apprentissage demeure exacte pour le bloc trait�e. No-
tons que ceci nous impose donc de consid�erer des traitements par bloc. Rappelons maintenant
quelques r�ecepteurs CDMA (( classiques )).

Le contenu de ce chapitre est prot�eg�e par 2 brevets d�epos�es par Thomson-CSF Communications.

5.2 Etat de l'art

La technique CDMA �a s�equence directe utilise le principe de l'�etalement de spectre. Ainsi, la
transmission est e�ectu�ee �a un d�ebit beaucoup plus �elev�e que n�ecessaire pour chaque utilisateur,
ce qui est r�ealis�e grâce �a la multiplication des symboles utiles par des s�equences �a haut d�ebit,
appel�ees s�equences d'�etalement. Ces s�equences sont �egalement appel�ees signature ou code, d'o�u
le nom de la technique d'acc�es multiple. Les contributions de chaque utilisateur sont alors
transmises dans la même bande fr�equentielle et dans le même intervalle temporel. Comme tous
les utilisateurs partagent les mêmes ressources temporelles et fr�equentielles, la s�eparation entre
les utilisateurs est obtenue grâce �a l'utilisation de s�equences orthogonales.

Les premiers r�ecepteurs CDMA op�erent utilisateur par utilisateur et consistent �a multiplier
le signal re�cu par la s�equence d'�etalement d'un utilisateur donn�e. Cette op�eration, appel�ee
d�es�etalement, ram�ene le signal dans sa bande utile (non-�etal�ee), alors que la contribution des
autres utilisateurs projet�ee dans l'espace de l'utilisateur d'int�erêt est faible (et ce d'autant
plus que l'orthogonalit�e est respect�ee). Les propri�et�es statistiques des interf�erences dues aux
autres utilisateurs �etant suppos�ees proches d'un bruit additif blanc gaussien, ces utilisateurs
interf�erents sont vus comme du bruit et nous obtenons un gain de traitement dit (( gain
d'�etalement )), �egal au rapport du d�ebit de la transmission sur le d�ebit utile. C'est l'existence
de ce gain d'�etalement, qui permet de faire cohabiter plusieurs utilisateurs.

Le r�ecepteur pr�ec�edent est un banc de �ltres adapt�es mono-utilisateur. Verd�u montre dans
[71] que l'approche mono-utilisateur (comme le r�ecepteur RAKE), qui d�emodule s�epar�ement
tous les utilisateurs, n'est pas la plus performante car elle n�eglige la pr�esence d'interf�erence
due aux autres utilisateurs (interf�erence appel�ee (( interf�erence multi-utilisateurs )), MUI pour
multiuser interference). Il faut lui pr�ef�erer la d�etection multi-utilisateurs [72], qui les d�emodule
conjointement, et exploite ainsi des informations plus riches relativement aux autres utilisateurs.
Dans [71], il propose le d�etecteur multi-utilisateurs optimal. Il consiste en un banc de �ltres
adapt�es suivi d'un algorithme de type Viterbi (pour la d�etection optimale au sens du Maximum
de vraisemblance) ou de l'algorithme de type aller-retour (pour la d�etection optimale au sens du
MAP, qui minimise le TEB). Il met ainsi en �evidence un �ecart important dans les performances
entre les m�ethodes mono et multi et surtout, il montre que le probl�eme du near-far (proche-
lointain) n'est pas inh�erent �a la technique CDMA mais est due au traitement mono-utilisateur.
Ce probl�eme du near-far apparâ�t lorsque tous les mobiles �emettent �a la même puissance. Alors,
un �emetteur plac�e �a proximit�e de la station de base utilise la quasi-totalit�e de la capacit�e d'acc�es
multiple de la cellule et empêche les autres utilisateurs de communiquer. Une solution, lorsque
le r�ecepteur est mono-utilisateur, consiste �a assurer un contrôle de puissance tel que tous les
signaux re�cus soient de même puissance au niveau du r�ecepteur.

N�eanmoins, le r�ecepteur optimal [71] est NP-complet et il n'existe aujourd'hui aucun algo-
rithme �a complexit�e polynômiale solution d'un probl�eme NP-complet [15, page 914]. C'est pour-
quoi, pour satisfaire les contraintes d'impl�ementation temps-r�eel, il est n�ecessaire de d�evelopper
des r�ecepteurs sous-optimaux de moindre complexit�e calculatoire. Ainsi, Lupas et Verd�u pro-
posent un d�ecorr�elateur, qui o�re la même r�esistance au probl�eme du near-far que le d�etecteur
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optimal, aussi bien dans le cas synchrone [47] que asynchrone [48]. Il est int�eressant de noter que
la d�etection multi-utilisateurs, propos�ee pour combattre eÆcacement l'interf�erence MUI, d�erive
directement de l'�egalisation qui traite, quant �a elle, l'IES introduite par les canaux s�electifs
en fr�equence. Ainsi, le d�ecorr�elateur, cit�e ci-dessus, peut être vu comme une g�en�eralisation au
cas multi-utilisateurs de l'�egaliseur lin�eaire. Il existe donc tout un ensemble de solutions sous-
optimales d�eriv�ees des �egaliseurs lin�eaires ou DFE et optimis�es selon les crit�eres ZF ou EQMM
[39, 72].

Nous consid�erons ici le cas de la liaison montante i.e. la transmission des mobiles vers la
station de base. Dans ce cas, la synchronisation entre les di��erents utilisateurs et la station de
base ne peut être maintenue de mani�ere pr�ecise. De plus, conform�ement aux �etudes pr�ec�edentes
(cf. Chapitres 3 et 4), nous consid�erons toujours des canaux s�electifs en fr�equence ou dispersifs
en temps (cf. Section 2.2.2). Ainsi, le signal d'un utilisateur est soumis �a de l'interf�erence due aux
autres utilisateurs (MUI) mais aussi �a de l'interf�erence entre symboles (IES). Dans un contexte
aussi diÆcile, l'approche la plus adapt�ee est, d'apr�es ce qui pr�ec�ede, alors la d�etection multi-
utilisateurs [72], qui d�emodule conjointement tous les utilisateurs, plutôt que de les d�emoduler
s�epar�ement comme dans les r�ecepteurs mono-utilisateur.

Les travaux (( classiques )) relatifs �a la d�etection multi-utilisateurs n'int�egrent pas le codage.
Ainsi, [71, 47, 48, 39]. Cependant, la plupart des syst�emes de transmission sans �l pr�evoient l'uti-
lisation du codage de canal de mani�ere �a am�eliorer les performances. Ainsi, [34] montre l'int�erêt
de combiner codage de canal et techniques CDMA. Dans ce cas, un traitement conjoint d�etection
multi-utilisateurs / d�ecodage de canal s'impose comme �etant l'optimal. C'est ce probl�eme que
nous souhaitons pr�esenter plus avant dans ce chapitre. Nous pr�esenterons di��erentes solutions
sous-optimales �a ce probl�eme et en�n plusieurs solutions (( Turbo )), qui g�en�eralisent les travaux
de [18, 43] pour un seul utilisateur au cas multi-utilisateurs.

5.3 Position du probl�eme

Avant d'expliciter le probl�eme de la d�etection multi-utilisateurs et du d�ecodage conjoints,
mod�elisons le syst�eme multi-utilisateurs CDMA dans le cas d'une transmission sur un canal
multitrajets, asynchrone et �a bruit additif gaussien.

Comme dans le chapitre pr�ec�edent, toutes les variables ont des indices n, qui font r�ef�erence
au temps et des exposants p relatifs �a l'it�eration du syst�eme Turbo. Nous rajoutons maintenant
un exposant entre parenth�eses (k) pour le num�ero de l'utilisateur.

5.3.1 Mod�ele CDMA sur canal multitrajets, asynchrone et gaussien

Nous mod�elisons ici la liaison montante d'un syst�eme multi-utilisateurs CDMA avec codage
de canal. Ainsi, K utilisateurs asynchrones transmettent sur des canaux s�electifs en fr�equence,
qui sont en g�en�eral di��erents entre eux (cf. Figure 5.1).

Pour chaque utilisateur k, les bits d'information a(k)m sont tout d'abord cod�es par un code
de rendement R(k)

c , puis entrelac�es (cf. Section 1.6). Sans perte de g�en�eralit�e, nous consid�erons
que tous les codes et entrelaceurs sont �egaux et le rendement des codes est not�e Rc. En�n, le
convertisseur binaire M-aire fournit une s�equence de symboles d(k)n appartenant �a un alphabet
de taille �nie M (alphabet binaire ici) et ce au rythme symbole not�e 1=Ts.

D�es lors, nous consid�erons le syst�eme DS-CDMA Direct Sequence CDMA, o�u l'�etalement est
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Fig. 5.1 { Mod�elisation du signal re�cu (
Q
: entrelaceur)

e�ectu�e grâce �a une signature, qui module les symboles �emis. La contribution de l'utilisateur k
est donc la s�equence des symboles modul�ee par une signature de longueurQ, que nous supposons
invariante au cours du temps, et s'�ecrit :

X
n

d(k)n s(k)(t� nTs); o�u s(k)(t) =
Q�1X
q=0

s(k)q  (t� qTc):

La s�equence de chips fs(k)q gq=0;Q�1 constitue la signature de l'utilisateur k et est appel�ee aussi
s�equence d'�etalement. Elle est �emise, par construction, �a un rythme chip 1=Tc plus �elev�e que
le rythme symbole 1=Ts. Nous d�e�nissons d�es lors le facteur d'�etalement Q comme le rapport
entre ces deux rythmes :

Q = Ts=Tc

suppos�e entier.  est la fonction de mise en forme d'un chip et a pour dur�ee Tc. C'est en g�en�eral
un �ltre de demi-Nyquist. Le signal re�cu en bande de base contient les contributions de tous
les utilisateurs et s'�ecrit :

r(t) =
KX
k=1

X
n

~g(k) ?
�
d(k)n s(k)(t� nTs)

�
+ w(t)

=
KX
k=1

X
n

Q�1X
q=0

d(k)n s(k)q

�
~g(k) ?  

�
(t� qTc � nTs) + w(t);

o�u le canal de transmission de l'utilisateur k est caract�eris�ee par sa r�eponse impulsionnelle :

g(k)(t) = ~g(k) ?  (t):

g(k)(t) contient tous les �ltres dits d'�equipement, le coeÆcient relatif au contrôle de puissance
e�ectu�e �a l'�emission, le �ltre d'�emission  (t) et son �ltre adapt�e plac�e �a la r�eception. g(k)(t)
contient �egalement tous les e�ets de propagation (multitrajets, retards). Echantillonnons le au
rythme chip Q=Ts(= 1=Tc) et nous obtenons le mod�ele discret du signal re�cu :

rl = r(lTc) =
KX
k=1

X
n

Q�1X
q=0

d(k)n s(k)q

�
g(k) ?  

�
((l � q)Tc � nTs) + wl; (5.1)

qui est un signal cyclostationnaire de p�eriode Q. Nous consid�erons Q �echantillons (au temps
chip) par symbole. Comme dans le cas mono-utilisateur (cf. Section 2.2.3), il est l�egitime de
se demander si ce mod�ele discret constitue un ensemble de statistiques suÆsantes. Dans le
cas asynchrone, [72, page 168] montre que les statistiques suÆsantes sont obtenues en sortie du
�ltre adapt�e (analogique), qui tient compte des retards, et apr�es �echantillonnage au rythme chip.
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Dans le cas multitrajets, la connaissance analogique du canal de transmission est un probl�eme
trop complexe, aussi nous pr�ef�erons la technique, qui consiste �a �echantillonner le signal re�cu
et �a estimer ensuite le canal de transmission discret. Cette op�eration peut occasionner une
perte d'information, sauf dans le cas o�u le canal de transmission analogique a des trajets et des
retards (entre utilisateurs) espac�es exactement d'un multiple d'un temps chip.

Nous r�esumons �etalement et convolution par le canal dans une fonction globale :

b
(k)
l =

Q�1X
q=0

s(k)q g(k)((l � q)Tc) = s(k) ? g(k)(lTc): (5.2)

Nous d�eduisons de (5.1) et (5.2) :

rl =
KX
k=1

X
n

d(k)n b
(k)
l�nQ + wl:

Dans toute la suite du chapitre, nous utilisons un syst�eme de transmission CDMA par bloc
comme dans [39]. La contribution de chaque utilisateur est compos�ee de N symboles et toutes
les contributions forment le vecteur :

d = [d(1)T ;d(2)T � � �d(k)T � � �d(K)T ]T o�u d(k) = [d
(k)
1 ; d

(k)
2 � � �d(k)N ]T : (5.3)

Les �echantillons de la r�eponse impulsionnelle globale b(k)l forment le vecteur b(k) de taille (Q+W�1),
o�u W est la taille des canaux discrets globaux au temps chip :

b(k) = [b(k)1 ; b(k)2 � � � b(k)l � � � b(k)Q+W�1]
T :

D�es lors, la transmission de la s�equence de symboles d(k) sur le canal CDMA s'�ecrit :

r = [r1 � � � rQN+W�1]
T =

KX
k=1

H(k)d(k) +w; (5.4)

o�u r est la s�equence re�cue, et H(k) est une matrice de taille (QN+W�1;N). L'�equation (5.4) peut
alors s'�ecrire :

r =

Q
N
+
W
�
1
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d

+w = Hd +w; (5.5)

o�u H(k) = [h
(k)
1 � � �h(k)N ] ;

h(k)n = [ 0 � � �0 b
(k)
1 � � � b

(k)
Q+W�1 0 � � �0 ]T :

" "
(n�1)Q+1 nQ+W

(5.6)

Nous supposons que le canal ajoute un bruit additif blanc gaussien fwlg (l=1���QN+W�1) de
variance �2w. Pour des questions de simplicit�e, nous supposons que les canaux de propagation
sont invariants sur l'intervalle de temps d'un bloc de symboles et que les symboles avant et
apr�es le bloc utile d sont connus. Aussi, l'interf�erence dus �a ces symboles peut être parfaitement
�elimin�ee i.e. dans notre mod�ele nous pouvons consid�erer ces symboles connus �egaux �a z�ero. Selon
ces hypoth�eses, les colonnes de la matrice H(k) di��erent seulement d'un d�ecalage temporel �egal
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�a une dur�ee symbole soit exactement Q chips (de par l'invariance temporelle) et les premiers
et derniers vecteurs ne sont pas tronqu�es (grâce �a la compl�ete �elimination de l'interf�erence due
aux symboles connus). Cependant le mod�ele (5.5) est encore plus g�en�eral et peut contenir plus
de di��erences entre les colonnes de H, dues par exemple �a l'embrouillage comme dans la norme
UMTS.

5.3.2 Probl�eme de la d�etection multi-utilisateurs et du d�ecodage

conjoints

Consid�erons la châ�ne de transmission pr�esent�ee Figure 5.1 et mod�elis�ee en (5.5). Notons
fa(k)m gm;k le bloc contenant les s�equences de bits d'information de tous les utilisateurs. D�es lors,
nous pouvons d�e�nir le probl�eme de la d�etection multi-utilisateurs et du d�ecodage conjoints.

D�e�nition :
R�esoudre le probl�eme de la d�etection multi-utilisateurs et du d�ecodage conjoints, c'est
trouver les s�equences de bits d'information fa(k)m gm;k les plus probables, connaissant les
�echantillons re�cus r, i.e. les s�equences fa(k)m gm;k qui maximisent la probabilit�e a posteriori :

P(fa(k)m gm;k j r) =
P(fa(k)m gm;k)
P(r) P(r j fa(k)m gm;k):

Notons que les d�etecteurs multi-utilisateurs supposent que les bits d'information et les sym-
boles �emis d(k)n sont i.i.d. Comme pour le cas mono-utilisateur, l'hypoth�ese relative �a d(k)n est en
g�en�eral fausse, notamment lorsque les symboles r�esultent d'un codage de canal. L'int�erêt d'une
approche conjointe en d�etection repose sur le fait que les hypoth�eses sur d(k)n sont moins fortes
que dans le probl�eme de la d�etection (sans d�ecodage). En e�et, dans ce cas, la seule hypoth�ese
n�ecessaire concerne les bits d'information, qui sont suppos�es iid et �equiprobables. Avec cette
hypoth�ese et parce que P(r) apparâ�t dans tous les termes de la maximisation, le probl�eme de
la d�etection multi-utilisateurs et du d�ecodage conjoints au sens du Maximum a posteriori est
�equivalent �a la maximisation de la vraisemblance :

P(r j fa(k)m gm;k): (5.7)

[26] propose le r�ecepteur optimal au sens du crit�ere (5.7) dans le cas d'une transmission asyn-
chrone mais sans multitrajets. De plus, l'�emetteur ne contient pas d'entrelaceur. La complexit�e
de cet algorithme, malgr�e ces hypoth�eses qui tendent �a la r�eduire, le rende inapplicable dans le
cas qui nous int�eresse. En e�et, [26] utilise un (( Super-treillis )) contenant le code et le canal
CDMA asynchrone, d'o�u une complexit�e exponentielle en la longueur de contrainte du code et
en le nombre d'utilisateurs. De par sa trop grande complexit�e, ce r�ecepteur ne peut être mis en
�uvre. Aussi, di��erentes solutions sous-optimales sont envisag�ees.

Ainsi, [27] propose d'�egaliser (avec une sortie pond�er�ee) et de d�ecoder le premier utilisateur,
puis de retirer sa contribution �a l'aide d'un DFE multi-�etages. L'op�eration est recommenc�ee avec
le deuxi�eme utilisateur et ainsi de suite. Ainsi, cette approche propose d'int�egrer le d�ecodage �a
l'�etape d'�egalisation. Cependant, de par la nature (DFE) de l'�egaliseur, seules les interf�erences
dues aux utilisateurs pr�ec�edemment d�etect�es peuvent être supprim�ees.

Ici encore, les m�ethodes (( Turbo )) semblent tr�es prometteuses car d�es le second �etage, les
interf�erences annul�ees sont celles dues �a tous les autres utilisateurs ainsi qu'aux symboles de
l'utilisateur d'int�erêt (hormis le symbole courant). Ce sont donc ces m�ethodes que nous allons
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analyser plus loin. Tout d'abord rappelons quelques r�esultats relatifs au rapport signal �a bruit,
dans le cas d'une transmission CDMA.

5.3.3 Conditions de simulation et d�e�nition

Dans la suite du chapitre, nous pr�esentons di��erentes m�ethodes Turbo-CDMA. Ces m�ethodes
sont �evalu�ees grâce �a leurs performances i.e. le taux d'erreur binaire en fonction du rapport
signal �a bruit. Pour permettre des comparaisons, nous proposons ci-dessous un rapport signal
�a bruit ind�ependant des codes, des canaux de transmission et de la technique d'acc�es multiple
utilis�ee.

L'e�et du code sur le rapport signal �a bruit a d�ej�a �et�e �etudi�e (cf. Section 1.4.1). Nous nous
int�eressons maintenant �a l'e�et de l'�etalement.

Le but de notre d�eveloppement est d'�ecrire le rapport signal �a bruit de la transmission CDMA
en fonction des caract�eristiques d'une transmission �equivalente d'un seul utilisateur sur un
canal BABG, transmission �equivalente que nous pr�ecisons ci-dessous. Rappelons tout d'abord
la d�e�nition du rapport signal �a bruit de la transmission CDMA. Il s'exprime en fonction de
l'�energie d'un chip Ec et de la densit�e spectrale de bruit N0 :

RSB =
Ec

N0
;

o�u N0 est tel que :

�2w =
N0

Tc
: (5.8)

Consid�erons maintenant la transmission �equivalente d'un seul utilisateur sur un canal �a bruit
additif blanc gaussien. Ainsi, un seul utilisateur �emet des symboles d'�energie Ed sur un canal
BABG de densit�e spectrale de bruit N 0

0. Nous d�e�nissons ci-dessous l'�equivalence entre la trans-
mission CDMA et celle d'un seul utilisateur sur canal BABG, avec les caract�eristiques pr�ecis�ees
plus haut. Ces deux syst�emes de transmission sont �equivalents ssi Ec et N0 sont obtenus apr�es
�etalement de symboles utiles d'�energie Ed et soumis �a un bruit (non-�etal�e) de densit�e spectrale
de puissance N 0

0, o�u

�2d =
Ed

Ts
: (5.9)

Cette d�e�nition nous permet d'exprimer Ec et N0 en fonction de Ed et N 0
0. Or, l'op�eration

d'�etalement agit uniquement sur les donn�ees utiles et non sur le bruit. Nous en d�eduisons :

N 0
0 = N0: (5.10)

D'apr�es les �equations qui r�esument �etalement et convolution par le canal CDMA (5.2) et en
supposant les symboles d(k)n ind�ependants, nous obtenons :

Ec

Tc
= ks(k) ? g(k)(t)k2Ed

Ts
:

D'apr�es la d�e�nition de h(k)n (5.6) :

Ec

Tc
= kh(k)n k2

Ed

Ts
:
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Nous en d�eduisons directement :

Ec = Ed
kh(k)n k2
Q

: (5.11)

Si le canal est non dispersif en temps, nous obtenons kh(k)n k2 = Q. Ainsi, Ed = Ec, ce qui
signi�e que l'�etalement s'op�ere �a �energie utile constante. Notons qu'en g�en�eral, si la s�equence
d'�etalement est centr�ee :

kh(k)n k2 = ks(k) ? g(k)(t)k2 � ks(k)k2kg(k)k2 = Qkg(k)(t)k2:
Ainsi, si g est normalis�ee, nous avons Ec � Ed i.e. l'�etalement peut conduire �a une perte de
l'�energie moyenne utile. Lorsque nous pr�esentons les performances des �egaliseurs, nous souhai-
tons tester leur capacit�e �a �eliminer les interf�erences. Aussi, pour ne pas p�enaliser les perfor-
mances �a cause d'une perte d'�energie r�esultant de l'�etalement, nous choisissons de tenir compte
de cette �eventuelle perte, en poursuivant les simulations �a Ec=N0 et en les repr�esentant en
fonction de Ed=N0.

Pour r�esumer, l'op�eration d'�etalement peut être repr�esent�ee par la Figure 5.2. Avant �etalement
le symbole d d'�energie Ed occupe la bande 1=Ts et est soumis �a un bruit de densit�e spectrale
de puissance N0. Puis, apr�es �etalement nous obtenons une s�equence de chips, o�u chaque chip a
pour �energie Ec (avec Ec � Ed) mais occupe la bande 1=Tc et est soumis �a un bruit de même
densit�e spectrale.

1
Ts

1
Tc

N0

Ed

Ec

Fig. 5.2 { Etalement de spectre et e�et sur l'�energie d'un symbole.

Avec les d�e�nitions des puissances moyennes (5.8) et (5.9) et avec les r�esultats de l'op�eration
d'�etalement (5.10) et (5.11), le rapport signal �a bruit de la transmission CDMA devient :

RSBCDMA =
Ec

N0
=
kh(k)n k2
Q

Ed

N0
=
kh(k)n k2�2d

�2w
; (5.12)

et il lui correspond le rapport signal �a bruit de la transmission �equivalente BABG d'un seul
utilisateur

RSB�equivalent =
Ed

N0

: (5.13)

Ainsi, nous choisissons de repr�esenter les performances des �egaliseurs op�erant �a RSBCDMA en
fonction de Ed

N0
.

De plus, �a ce rapport signal �a bruit de la transmission �equivalente correspond un rapport
signal �a bruit dit utile (i.e. relatif aux bits d'information). Soit Eb l'�energie d'un bit d'infor-
mation, M la taille de l'alphabet des symboles d(k)n et Rc le rendement des codes. Les �energies
v�eri�ent Ed = log2(M)R(k)

c Eb (cf. [56, pages 396, 487] et Section 1.4.1) et :

RSB(utile) =
Eb

N0
=
Ed

N0

1

log2(M)Rc
: (5.14)
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Aussi, une simulation op�er�ee �a RSBCDMA fournit apr�es d�ecodage un certain TEB, qui sera
repr�esent�e en fonction du rapport signal �a bruit utile (5.14).

Aussi, dans toutes les simulations de ce chapitre, les performances seront repr�esent�ees en
fonction de Eb

N0
d�e�ni �equation (5.14). Pour tous les utilisateurs, nous utilisons un code convolutif

de rendement Rc =
1
2
, syst�ematique avec 64 �etats et des polynômes g�en�erateurs (133,171) [56,

page 493]. L'entrelaceur est une matrice non-uniforme de taille (64; 64) [18, 43]. La modulation
est binaire (BPSK). Les s�equences d'�etalement sont orthogonales et sont plus particuli�erement
les s�equences OVSF orthogonal variable spreading factor codes comme dans le cas de la norme
UMTS. L'�etalement est directement suivi par l'embrouillage �etal�e sur 16 chips. Ici encore,
nous nous conformons �a la norme UMTS-TDD : l'embrouillage est ici le même pour tous les
utilisateurs de la même cellule. Le nombre d'utilisateurs est �x�e �a 4 et le facteur d'�etalement
�a Q = 16. Le canal multitrajets s'�etale sur W = 14 chips, aussi l'interf�erence entre symboles
s'�etale sur au moins 2 symboles. De plus, les utilisateurs sont asynchrones. Les r�esultats ont �et�e
obtenus avec 105 bits d'information.

5.4 R�ecepteur Turbo-CDMA

Les r�ecepteurs Turbo-CDMA en tant que solution du probl�eme de la d�etection multi-utilisateurs
et du d�ecodage conjoints b�en�e�cient d'un int�erêt tout particulier car tout comme la Turbo-
d�etection et la Turbo-�egalisation (cf. Section 3.4), ils peuvent o�rir un bon compromis entre
complexit�e et performances.

Le principe Turbo (cf. Section 3.4) peut être appliqu�e de di��erentes mani�eres au cas d'une
transmission multi-utilisateurs telle que le CDMA. Ainsi, [35, 59] proposent une premi�ere struc-
ture Turbo-CDMA, qui g�en�eralise le Turbo-d�etecteur de [20] au cas d'une transmission CDMA
synchrone (aux temps chip et symbole). Puis, le cas d'une transmission asynchrone est envisag�ee
dans [1]. Le d�etecteur CDMA utilis�e dans [59, 1] �etant de grande complexit�e, une simpli�cation
avec l'algorithme-M est envisag�ee dans ces deux cas.

Puisque dans notre contexte de travail, nous consid�erons la liaison montante avec des ca-
naux multitrajets, ces m�ethodes Turbo-CDMA avec pour �egaliseur un d�etecteur ne peuvent
être envisag�ees. En e�et, la pr�esence de multitrajets augmenteraient signi�cativement une com-
plexit�e d�ej�a importante car exponentielle en le nombre d'utilisateurs. Aussi, dans la suite,
nous proposons un r�ecepteur Turbo-CDMA g�en�eralisant le Turbo-�egaliseur de [43] au cas d'une
transmission CDMA. Il a �et�e pr�esent�e dans [62]. Notons que des versions similaires pour les
it�erations p > 1 ont �et�e propos�ees. Ainsi, [34] l'applique dans le cas d'une transmission CDMA
synchrone et sans multitrajets mais avec des s�equences d'�etalement al�eatoires (ce qui engendre
de l'interf�erence entre utilisateurs). Puis, [36] applique la même structure dans le cas de la
liaison descendante.

Dans un premier temps, nous pr�esentons la structure de base Turbo-CDMA (cf. Sections
5.4.1). Puis, nous d�etaillons les �egaliseurs (Section 5.4.2 et 5.4.3), en proposant de nouveaux.
Pour ces �egaliseurs, nous d�e�nirons ensuite un nouvel ordre de d�emodulation des utilisateurs,
notamment pour les DFE. En�n, nous proposerons une am�elioration de la structure de base et
ce relativement �a la structure (cf. [63] et Section 5.4.5).
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5.4.1 Principe

Nous pr�esentons maintenant un premier r�ecepteur Turbo-CDMA, tel que nous l'avons propos�e
dans [62, 65].

CDMA
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Fig. 5.3 { It�eration p : module du r�ecepteur Turbo-CDMA pour l'utilisateur k
(
Q
: entrelaceur,

Q�1: d�esentrelaceur)

Le r�ecepteur Turbo-CDMA comme le Turbo-�egaliseur est compos�e de p it�erations. A l'int�erieur
d'une it�eration particuli�ere p, le r�ecepteur comprend K modules relatifs �a chacun des K uti-
lisateurs. Un de ces modules est repr�esent�e Figure 5.3, pour l'utilisateur d'int�erêt k. Tous les
modules fonctionnent en parall�ele. Chaque module de ce r�ecepteur est compos�e d'un �egaliseur
CDMA �a entr�ee et sortie pond�er�ees, d'un d�esentrelaceur, d'un d�ecodeur �a entr�ee et sortie
pond�er�ees et d'un entrelaceur. CesK sorties de l'it�eration p alimentent alors, avec les �echantillons
re�cus du canal r, chacun des modules de l'it�eration suivante. Ainsi, l'utilisateur k dispose d'une
information relative �a tous les utilisateurs et la m�ethode, de ce fait, est bien multi-utilisateurs.

Si, en revanche, l'utilisateur d'int�erêt utilise seulement une information relative �a lui-même,
la m�ethode est dite mono-utilisateur. Puisque nous consid�erons le contexte diÆcile de la liaison
montante, l'approche multi-utilisateurs est la plus appropri�ee. Cependant, nous pr�esenterons
tout de même l'approche mono-utilisateur, en guise de comparaison.

Explicitons maintenant les di��erentes �etapes d'un module (cf. Figure 5.3). Comme dans le cas
du Turbo-�egaliseur (cf. Section 3.5), la sortie de l'�egaliseur est approxim�ee par une distribution
gaussienne de moyenne �(k)n c(k)n et de variance �2� :

y(k)n = �(k)n d(k)n + �(k)n :

Avec les hypoth�eses classiques (modulation binaire, ind�ependance et mod�elisation gaussienne),
le d�ecodeur de l'utilisateur k est aliment�e par le logarithme du rapport de vraisemblance :

�(c(k)n ) = ln
P(y(k)n j c(k)n = 1)

P(y(k)n j c(k)n = 0)
= ln

P(y(k)n j d(k)n = 1)

P(y(k)n j d(k)n = �1)
=

4

�2�
<fy(k)n �(k)�n g:

Puis, le d�ecodeur MAP [3] fournit une estimation au sens du MAP des bits d'information â(k)m et
calcule une information pond�er�ee sur les bits cod�es sous la forme d'un rapport de probabilit�es a
posteriori exactement comme dans le cas mono-utilisateur mais pour chaque utilisateur k. On
obtient donc ~�(c(k)m ), dont on d�eduit dp (k)n .

La stabilit�e de la boucle retour est assur�ee car les donn�ees dp (k)n sont born�ees. En e�et, dp (k)n est
une somme de symboles de la constellation et pond�er�ee par des coeÆcients strictement inf�erieurs
�a 1. [36] montre que est born�ee en exprimant dp (k)n en fonction de la tangente hyperbolique tanh.
Explicitons maintenant l'�egaliseur CDMA utilis�e.
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5.4.2 Egaliseur de l'it�eration 1

Notons qu'�a la premi�ere it�eration d0 (k)n n'est pas accessible, aussi nous devons utiliser un
�egaliseur classique.

Suivant le même raisonnement que dans le cas mono-utilisateur, nous choisissons dans un
premier temps d'utiliser des �egaliseurs de type DFE plutôt que lin�eaires comme dans [34, 36,
78]. En e�et, nous avons montr�e pr�ec�edemment ([60] et Section 3.6) dans le cas du Turbo-
�egaliseur, que la premi�ere �etape du r�ecepteur Turbo est des plus importantes car elle d�etermine
le d�eclenchement ou non de l'e�et Turbo. De plus, meilleures sont les performances du tout
premier �egaliseur et plus tôt aura lieu le d�eclenchement (i.e. �a un rapport signal �a bruit plus
faible).

Les �egaliseurs DFE consid�er�es ici minimisent une erreur quadratique moyenne. Cette EQM
peut être calcul�ee sur le bloc des symboles de tous les utilisateurs et nous obtenons le DFE
propos�e par Klein et Kaleh dans [39]. Nous proposons deux autres DFE minimisant une EQM
pour un symbole puis pour un bloc de symboles d'un seul utilisateur et choisirons �nalement
le moins complexe des trois. Nous proposons �egalement un DFE de type mono-utilisateur de
mani�ere �a le comparer aux trois m�ethodes pr�ec�edentes multi-utilisateurs.

5.4.2.1 DFE multi-utilisateurs et crit�ere EQM symbole

b
(k)
P;n

f
(k)
n

+

-

r d̂
(k)
ny

(k)
n

d̂P;n

Fig. 5.4 { DFE multi-utilisateurs et crit�ere EQM symbole

Consid�erons le DFE d�ecrit Figure 5.4. Il repr�esente l'�etat des vecteurs de l'�egaliseur, lorsque
celui-ci fournit l'estimation du symbole courant d(k)n i.e. le ni�eme symbole de l'utilisateur d'int�erêt
k. Comme le DFE classique pr�esent�e Section 2.3.2.2 pour un seul utilisateur, il s'agit d'un
�egaliseur �a deux entr�ees qui disposent des �echantillons re�cus apr�es le canal r mais aussi du pass�e
de d(k)n . Si la notion de pass�e dans le cas d'un seul utilisateur est �evidente, (c'est l'ensemble
fdmgm<n) elle l'est moins ici. Le pass�e du symbole d(k)n not�e dP;n est d�e�ni comme l'ensemble
des symboles plac�es avant d(k)n dans le vecteur d d�e�ni en (5.3) :

dP;n = [d
(1)
1 � � �d(1)N d

(2)
1 � � �d(2)N � � �d(k)1 � � �d(k)n�1]

T :

Notons que de par cette d�e�nition, nous imposons un ordre dans les utilisateurs, qu'il faudra
choisir judicieusement. Nous aborderons ce probl�eme dans la section 5.4.2.5. De même, nous
d�e�nissons le future du symbole d(k)n :

dF;n = [d(k)n � � �d(k)N d
(k+1)
1 � � �d(k+1)N � � �d(K)

1 � � �d(K)
N ]T :

De plus, le vecteur retour agit sur les symboles pass�es uniquement. Aussi l'optimisation des
vecteurs avant et retour doit être r�ealis�ee en tenant de compte de la contrainte de causalit�e sur
le vecteur retour. Pour ce faire, nous d�e�nissons le vecteur retour comme un vecteur d'horizon
limit�e au pass�e du symbole courant :

bP;n = [b
(1)
1 � � � b(1)N b

(2)
1 � � � b(2)N � � � b(k)1 � � � b(k)n�1]

T :
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Fort de ces notations, la sortie pond�er�ee de l'�egaliseur v�eri�e :

y(k)n = f (k)yn r� b(k)yP;n d̂P;n:

Cherchons les expressions des vecteurs f (k)n et b
(k)
P;n qui minimisent l'erreur quadratique moyenne

dite symbole :
E
h
jy(k)n � d(k)n j2

i
:

Notons que les vecteurs f (k)n et b
(k)
P;n ne peuvent être invariants par d�ecalage temporel car les

supports des vecteurs changent pour chaque symbole) et donc ne v�eri�ent pas de relations de
�ltrage.

A�n de poursuivre la minimisation, d�ecomposons le vecteur selon les contributions pass�ees
et futures du symbole courant :

r = HP;ndP;n +HF;ndF;n +w;

o�u HP;n est une matrice de taille (QN+W�1;t�1), dont les t�1 colonnes sont les t�1 premi�eres
colonnes de H et o�u HF;n est une matrice de taille (QN+W�1;KN�t+1), dont les KN�t+1 colonnes
sont les KN�t+1 derni�eres colonnes de H avec t = (k � 1)N + n l'indice du symbole courant :

HP;n(:; :) = H(:; 1 : t� 1); HF;n(:; :) = H(:; t : KN):

Nous supposons que les symboles sont i.i.d. et de matrice d'autocorr�elation :

Rd = �2dI:

Sous l'hypoth�ese les symboles d�ecid�es sont exacts, on a :

d̂P;n = dP;n;

L'annexe B.1.1 e�ectue la minimisation et on obtient (B.11) :

b
(k)
P;n = �2dH

y
P;n

�
�2dHF;nH

y
F;n +Rw

��1
h(k)n f (k)n = �2d

�
�2dHF;nH

y
F;n +Rw

��1
h(k)n

o�u Rw est la matrice d'autocorr�elation du bruit w au rythme chip. Ainsi, le vecteur f (k) yn

applique le vecteur adapt�e au symbole courant via h(k) yn (avec un terme correctif) puis, le

vecteur retour b
(k) y
P;n �elimine les contributions des symboles du pass�e. Ainsi, apr�es le retour, le

signal contient les contributions du symbole courant, des symboles suivants et du bruit de la
transmission de puissance exactement (�2dHF;nH

y
F;n+Rw), ce qui repr�esente le terme correctif.

Si le bruit au rythme chip est blanc et de puissance �2w :

b
(k)
P;n = �2dH

y
P;n

�
�2dHF;nH

y
F;n + �2wI

��1
h(k)n f (k)n = �2d

�
�2dHF;nH

y
F;n + �2wI

��1
h(k)n

Rappelons, que nous nous int�eressons ici aux algorithmes �a faible complexit�e. Or ce DFE
minimisant l'EQM n�ecessite une inversion de matrice de taille (QN+W�1;QN+W�1) pour l'estima-
tion de chaque symbole, ce qui rend la m�ethode trop complexe. Consid�erons maintenant des
m�ethodes qui permettent de r�eduire la complexit�e.
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5.4.2.2 DFE multi-utilisateurs et crit�ere EQM bloc

Consid�erons maintenant le DFE propos�e dans [39] et qui minimise une EQM d�e�nie pour un
bloc complet de symboles :

E
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ky � dk2

i
:
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F
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-

r d̂
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ny
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Fig. 5.5 { DFE multi-utilisateurs et crit�ere EQM bloc

La sortie pond�er�ee de l'�egaliseur pr�esent�e Figure 5.5 s'exprime :

y = Fr�Bd̂;
o�u d̂ est le r�esultat de la d�ecision prise �a partir de y. Comme tout DFE, les donn�ees alimentant
la boucle de retour sont relatives au pass�e du symbole courant. Aussi, pour respecter cette
causalit�e, la matrice B est contrainte �a être strictement triangulaire (o�u strictement signi�e
que les termes diagonaux valent 0).

L'annexe B.1.2 e�ectue cette minimisation avec la contrainte que B soit strictement trian-
gulaire et avec l'hypoth�ese de donn�ees retourn�ees exactes :

d̂ = d:

Nous obtenons :

B = U� I F = ��2Uy �1HyR�1
w

o�u U et � r�esultent de la d�ecomposition de Cholesky :

R�1
d +HyR�1

w H = (�U)y�U:

La matrice F blanchit le bruit de la transmission avec R�1
w puis applique la matrice adapt�ee

Hy. Ici, le bruit est color�e de covariance �egale �a l'autocorr�elation du canal HRdH
y Dans le

cas d'un crit�ere avec for�cage �a z�ero, la matrice avant est la matrice adapt�ee blanchie [39]. Le
blanchiment s'op�ererait donc avec ��1Uy �1, o�u HyR�1

w H = (�U)y�U. Or ce blanchiment
compense les interf�erences dus aux symboles suivants le symbole courant et rehausse le niveau
du bruit. Aussi, un compromis est r�ealis�e avec le crit�ere d'EQM en appliquant les matrices
��1Uy �1 , o�u R�1

d +HyR�1
w H = (�U)y�U. En�n, la matrice F applique ��1 de mani�ere �a

ce que les symboles soient recal�es autour de la valeur du symbole courant.

Apr�es application de la matrice F, le signal contient de l'interf�erence due aux symboles du
pass�e, qui est supprim�ee avec la matrice B.

Dans le cas o�u les symboles �emis par chaque utilisateur sont i.i.d., ind�ependant entre utilisa-
teurs et de même puissance (le contrôle de puissance est contenu dans la matrice H) et dans le
cas o�u le bruit est blanc, les matrices de covariance deviennent Rd = �2dI et Rw = �2wI et l'on
obtient :

B = U� I F = 1
�2w
��2Uy �1Hy
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o�u U et � sont maintenant le r�esultat de la d�ecomposition de Cholesky :

��2w HyH+ ��2d I = (�U)y�U

Notons, que comme pour l'�egaliseur DFE de crit�ere EQM symbole, il existe ici une notion
d'ordre entre les utilisateurs.

5.4.2.3 DFE multi-utilisateurs et crit�ere EQM bloc d'utilisateur

Nous proposons maintenant un DFE �a la complexit�e plus faible encore que les deux pr�esent�es
pr�ec�edemment. Ce DFE minimise une EQM calcul�ee par rapport au bloc de symboles d'un seul
utilisateur :

E[ky(k) � d(k)k2];
o�u k fait r�ef�erence �a l'utilisateur d'int�erêt. Nous pouvons dans ce cas utiliser une structure pour
l'�egaliseur l�eg�erement di��erente comme le montre la Figure 5.6.
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Fig. 5.6 { DFE multi-utilisateurs et crit�ere EQM bloc d'utilisateur

Cette structure �etend celle de la d�etection multi-utilisateurs par approche s�erie en y incluant
le d�ecodage des utilisateurs. En e�et, nous supposons que les utilisateurs pr�ec�edents l'utilisa-
teur k ont d�ej�a �et�e d�emodul�es. Dans un premier temps, nous retirons les contributions de ces
utilisateurs dits (( pass�es )) qui ont d�ej�a �et�e d�ecod�es une fois et sont donc plus �ables :

z(k) = r�
k�1X
j=1

H(j)d̂(j):

Puis nous cherchons les matrices optimales F(k) et B(k) qui minimisent l'EQM bloc d'utilisateur,
avec la contrainte que B(k) soit strictement triangulaire :

y(k) = F(k)z(k) �B(k)d̂(k):

Pour ce faire, consid�erons encore une fois, que tous les symboles pr�ec�edemment d�ecid�es sont
exacts. D�es lors, l'entr�ee de la matrice F(k) devient :

z(k) = H(k)d(k) +
KX

j=k+1

H(j)d(j) +w = H(k)d(k) + n:

Notons que dans cette �ecriture, les utilisateurs (( futur )) (j > k) sont consid�er�es comme du
bruit et participent �a la matrice de covariance de bruit :

Rn = E[nny] = Rw + �2d

KX
j=k+1

H(j)H(j)y:
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La minimisation est poursuivie dans l'annexe B.1.3 et nous obtenons :

B(k) = U� I F(k) = ��2Uy �1H(k) yR�1
n (5.15)

o�u U et � r�esultent de la d�ecomposition de Cholesky :

Rd +H(k) yR�1
n H(k) = (�U)y�U:

L'interpr�etation des matrices F(k) et B(k) est la même que pour les matrices F et B de la
Section 5.4.2.2. Dans le cas d'un bruit blanc, i.i.d. et de puissance �2w, il suÆt de remplacer
Rw = �2wI dans l'expression de la matrice Rn.

5.4.2.4 DFE mono-utilisateur et crit�ere EQM bloc d'utilisateur

Avant d'�etudier les performances et complexit�es des trois DFE multi-utilisateurs, nous nous
int�eressons �a une m�ethode mono-utilisateur que nous comparerons aux m�ethodes multi-utilisateurs
pr�esent�ees ci-dessus. Le DFE mono-utilisateur vise �a �eliminer les interf�erences subies par l'uti-
lisateur d'int�erêt et utilise pour cela non plus une information relative aux symboles mêmes des
autres utilisateurs mais uniquement une information sur leurs statistiques. Ce DFE est d'un
int�erêt particulier pour la liaison descendante pour laquelle chaque utilisateur doit assurer sa
r�eception seul et sans la connaissance des symboles des autres utilisateurs.

B(k)

F(k) +

-

r d̂
(k)
ny(k)

d̂(k)

Fig. 5.7 { DFE mono-utilisateur et crit�ere EQM bloc d'utilisateur

Ce DFE mono-utilisateur traite les �echantillons re�cus r avec la matrice avant F(k) et les
donn�ees de l'utilisateur d'int�erêt k pr�ec�edemment d�ecid�ees d̂(k) avec la matriceB(k). Les donn�ees
d�ecid�ees sont forc�ement ant�erieures au symbole courant et la matrice B(k) est contrainte �a être
strictement triangulaire. La sortie pond�er�ee de l'�egaliseur y(k) s'�ecrit :

y(k) = F(k)r�B(k)d̂(k):

Les matrices F(k) et B(k) minimisent l'EQM par bloc d'utilisateur : E[ky(k) � d(k)k2]: La
minimisation est poursuivie dans l'annexe B.2.1. Les matrices optimales sont :

B(k) = U� I F(k) = ��2Uy �1H(k) yR�1
n

o�u U et � r�esultent de la d�ecomposition de Cholesky :

R�1
d +H(k) yR�1

n H(k) = (�U)y�U;

et o�u Rd est la matrice de covariance des symboles �emis et Rn la matrice de covariance du
bruit :

Rn = Rw +
KX

j=1;j 6=k

H(j)RdH
(j)y:
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Nus nous proposons ici encore la même interpr�etation des matrices F(k) et B(k) que celle pour
les matrices F et B de la Section 5.4.2.2.

Dans le cas d'un bruit blanc, i.i.d. et de puissance �2w, il suÆt de remplacer Rw = �2wI dans
l'expression de la matrice Rn.

5.4.2.5 Ordre de d�emodulation

Par construction des 4 DFE pr�esent�es ci-dessus, les donn�ees qui alimentent la boucle de retour
sont estim�ees et pr�esentent un certain taux d'erreur. Cependant, l'optimisation des matrices
du DFE a toujours �et�e faite avec l'hypoth�ese que les donn�ees retourn�ees sont exactes. Aussi,
puisque le DFE ne tient pas compte des �eventuelles erreurs, cela provoque le c�el�ebre probl�eme
de propagation d'erreur.

De plus, nous avons remarqu�e lors de la pr�esentation des DFE multi-utilisateurs, qu'une
relation d'ordre entre les utilisateurs apparâ�t naturellement. Notons qu'une approche populaire
consiste �a d�emoduler les utilisateurs dans l'ordre d�ecroissant de leurs puissances re�cues. Nous
allons voir que cette approche n'est pas la plus appropri�ee, car elle ne tient pas compte des
interf�erences.

A�n de r�eduire l'e�et de propagation d'erreur, nous souhaitons d�emoduler en premier, l'utili-
sateur fournissant apr�es �egalisation le taux d'erreur le plus faible. Dans le cas synchrone et avec
des s�equences d'�etalement pseudo-al�eatoires, [72, page 345] propose un crit�ere tenant compte
de la puissance re�cue mais aussi des intercorr�elations entre utilisateurs. Nous proposons d'al-
ler plus loin en consid�erant maintenant le cas d'une transmission multitrajets et asynchrone.
Nous proposons alors de d�emoduler les utilisateurs dans l'ordre d�ecroissant du crit�ere (5.16) qui
tient compte de la puissance re�cue, de l'interf�erence entre symboles (IES) et de l'interf�erence
multi-utilisateurs (MUI) due aux autres utilisateurs :

NX
n=1

�
h(k)yn h(k)n| {z }

Puissance re�cue

� X
m;m6=n

jh(k)yn h(k)m j| {z }
IES

� X
j;j 6=k

X
m

jh(k)yn h(j)m j| {z }
MUI

�
: (5.16)

(5.16) est donc la moyenne sur tous les symboles de l'utilisateur d'int�erêt k de la puissance re�cue
de cet utilisateur moins la puissance des interf�erences, lorsque celles-ci sont toutes destructrices.

Consid�erons le terme �a l'int�erieur de la somme sur tous les symboles (n = 1 �a N) et
consid�erons la constellation en sortie du r�ecepteur Rake et relative �a l'utilisateur d'int�erêt.
Ce terme s'interpr�ete comme la plus petite distance entre deux �etats du treillis et correspon-
dant �a deux symboles �emis di��erents. Puis la somme r�ealise un moyennage de ces pires cas sur
tous les symboles de la s�equence �emise.

Montrons maintenant l'int�erêt de cet ordre de d�emodulation sur les performances du DFE.

5.4.2.6 Performances et complexit�e des �egaliseurs DFE

Rappelons que la d�ecomposition de Cholesky d'une matrice de taille (n;n) s'e�ectue en O(n3)
op�erations [17, page 98], comme l'inversion d'une matrice de même taille. Notons que dans
les m�ethodes bloc (cf. Sections 5.4.2.2 et 5.4.2.3) une inversion de matrice triangulaire est
e�ectu�ee, qui n�ecessite moins d'op�erations qu'une inversion classique et dans ces deux m�ethodes
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la complexit�e est donn�ee par la d�ecomposition de Cholesky. Nous allons donc pouvoir comparer
les complexit�es des trois m�ethodes.

Ainsi, nous avons pr�esent�es ici trois DFE multi-utilisateurs dans le cas d'une transmission
multitrajets et asynchrone. Le premier minimise une EQM dite symbole (cf. Section 5.4.2.1)
et n�ecessite O((QN + W � 1)3) op�erations pour l'estimation d'un seul symbole. Le second
DFE avec un crit�ere symbole (cf. Section 5.4.2.2) n�ecessite O((KN)3) pour l'estimation de KN
symboles. (Pour cet �egaliseur, le calcul complet de la complexit�e est donn�e dans [42]). En�n,
le dernier DFE (cf. Section 5.4.2.3) n�ecessite quant �a lui O(N3) op�erations pour l'estimation
de N symboles soit O(KN3) op�erations pour l'estimation de KN symboles. De plus, comme
ces trois DFE ont des comportements tr�es similaires (cf. Figure 5.8), nous choisirons donc la
solution la moins complexe �a savoir le DFE avec crit�ere EQM par bloc d'utilisateur.

Nous nous pla�cons dans les conditions de simulation pr�esent�ee Section 5.3.3, avec des utilisa-
teurs de même puissance et un ordre arbitraire. Les Figures 5.8 et 5.9 montrent les performances
des trois DFE multi-utilisateurs et du DFE mono-utilisateur. Force est constater que les trois
DFE multi-utilisateurs ont des comportements similaires. Nous consid�ererons dans la suite le
DFE multi-utilisateurs avec un crit�ere EQM d�e�ni pour un bloc d'utilisateur, i.e. le même
crit�ere que le DFE mono-utilisateur. Ainsi, pour le premier utilisateur d�emodul�e, les m�ethodes
multi et mono avec crit�ere par bloc d'utilisateur sont strictement identiques d'un point de vue
th�eorique et fournissent bien les mêmes performances (cf. Figures 5.8 et 5.9).
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Fig. 5.8 { Performances des 3 DFE multi-utilisateurs et du DFE mono-utilisateur : C cor-
respond au cas o�u les donn�ees retourn�ees sont correctes et D au cas o�u elles d�ecid�ees. Les
utilisateurs sont d�emodul�es dans l'ordre (1/2/3/4).

Selon nos conditions de simulation (cf. Section 5.3.3), tous les utilisateurs ont la même puis-
sance re�cue. Aussi selon l'approche usuelle, l'ordre de d�emodulation ne devrait pas in
uer sur les
performances, ce qui n'est pas le cas lorsque nous comparons les Figures 5.8 et 5.9. En e�et, sur
la Figure 5.8 les utilisateurs 2,3 et 4 sont d�emodul�es apr�es l'utilisateur 1, dont le taux d'erreur
est tr�es �elev�e. Ainsi, les erreurs de cet utilisateur 1 se propagent chez les autres utilisateurs, d'o�u
une grande di��erence entre les performances optimales avec donn�ees exactes en trait plein et
celles avec donn�ees d�ecid�ees en pointill�e (cette di��erence caract�erise la propagation d'erreurs).
Notons, que dans le cas du DFE mono-utilisateur il y a tr�es peu de propagation d'erreurs.
En e�et, pour cette m�ethode, les erreurs propag�ees sont dues au seul utilisateur d�emodul�e i.e.
l'interf�erence est seulement entre symboles.
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Fig. 5.9 { Performances des 3 DFE multi-utilisateurs et du DFE mono-utilisateur : C corres-
pond au cas o�u les donn�ees retourn�ees sont correctes et D au cas o�u elles sont d�ecid�ees. Les
utilisateurs sont d�emodul�es dans l'ordre (2/3/4/1). Voir l�egende sur Figure 5.8.

Ainsi, lorsque les utilisateurs sont d�emodul�es avec un crit�ere qui ne d�epend pas des in-
terf�erences, le DFE multi-utilisateurs est tr�es sensible au ph�enom�ene de propagation d'erreurs et
le DFE mono-utilisateur fournit même de meilleures performances que le DFE multi-utilisateurs
avec donn�ees d�ecid�ees.

En revanche, dans le cas plus favorable o�u les utilisateurs sont d�emodul�es selon le crit�ere
(5.16) (cf. Figure 5.9), le ph�enom�ene de propagation d'erreurs est alors moins important et la
distance entre les performances avec donn�ees correctes ou d�ecid�ees est plus faible. Le gain est
tr�es important (surtout pour l'utilisateur 3) et le DFE multi-utilisateurs devient alors meilleur
que le DFE mono-utilisateur.

5.4.3 Egaliseur de l'it�eration p > 1

Apr�es avoir pr�esent�e l'�egaliseur de la premi�ere it�eration, nous pouvons maintenant pr�esenter
l'�egaliseur des it�erations suivantes. Nous l'appelons, comme dans [43], l'annuleur d'interf�erences.
Il s'agit l�a de l'�el�ement cl�e du r�ecepteur Turbo-CDMA. En e�et, il permet de supprimer les in-
terf�erences non plus seulement entre symboles (Turbo-�egalisation) mais aussi venant des autres
utilisateurs et ce grâce aux donn�ees pond�er�ees issues de l'it�eration pr�ec�edente. La force de cet
�egaliseur r�eside en sa capacit�e �a supprimer de l'interf�erence (( pass�ee )) et (( future )) du symbole
courant comme d�e�ni Section 5.4.2.1.

Nous proposons ici un premier annuleur d'interf�erences dit multi-utilisateurs car il utilise
la connaissance de tous les autres symboles (et même en fait une information pond�er�ee sur
ces symboles) puis une m�ethode mono-utilisateur, o�u seule une connaissance des statistiques �a
l'ordre 2 est requise.

5.4.3.1 Annuleur d'interf�erences multi-utilisateurs

Comme en Turbo-�egalisation, l'�egaliseur utilis�e dans le r�ecepteur Turbo-CDMA �a partir de
la 2i�eme it�eration est un annuleur d'interf�erences (AI). L'AI est un �egaliseur �a plusieurs entr�ees :
d'une part, il traite les �echantillons re�cus r et d'autre part, il dispose d'une information relative
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cette fois aux symboles de tous les utilisateurs, car nous nous pla�cons ici dans le contexte
multi-utilisateurs. Cette information est issue de l'it�eration pr�ec�edente et est not�ee dp�1 (j) avec
1 � j � K. Consid�erons l'AI relatif �a l'utilisateur d'int�erêt k. La Figure 5.10 repr�esente un
tel AI, qui est compos�e d'une matrice avant F(k) et d'un banc de matrices retour B

(k)
j avec

1 � j � K.

B
(k)
K

B
(k)
j

B
(k)
1

F(k)

-

-

-

+ yp (k)

...

...

r

dp�1(1)

dp�1(j)

dp�1(K)

Fig. 5.10 { Annuleur d'interf�erences multi-utilisateurs.

La sortie pond�er�ee de l'AI pour l'utilisateur k v�eri�e :

yp (k) = F(k)r�
KX
j=1

B
(k)
j dp�1 (j): (5.17)

Les matrices F(k) et B(k)
j (1 � j � K) minimisent l'EQM de chaque symbole :

E[jy(k)n � d(k)n j2]:

La matrice B(k)
k est contrainte �a ne pas traiter les symboles courants et l'on suppose de plus

que les donn�ees alimentant le banc de matrices sont exactes. Les matrices sont obtenues dans
l'annexe C.1.1 : 8>><>>:

F(k) = D(k)H(k)yR�1
w ;

B
(k)
j = D(k)

�
H(k)yR�1

w H(j) � Æk�j diag(H(k)yR�1
w H(j))

�
;

D(k) = Diag(�
(k)
1 � � ��(k)n � � ��(k)N );

(5.18)

o�u �(k)n =
1

��2d + kh(k)n k2Rw

; (5.19)

o�u kh(k)n k2Rw
= h(k) yn R�1

w h(k)n ;

et o�u Æk�j est le symbole de Kronecker. Ainsi, la matrice avant n'est autre que la matrice
adapt�ee �a la matrice de la transmission CDMA H(k) et le banc de matrices retour a pour rôle
d'�eliminer les interf�erences de tous les autres utilisateurs mais aussi des symboles pass�es et
futurs de l'utilisateur d'int�erêt. La sup�eriorit�e de l'AI sur le DFE provient du fait que l'on peut
annuler les contributions de tous les symboles. De plus, la stabilit�e du retour est assur�ee car les
symboles retourn�es sont born�es, comme le montre [36] et cf. Section 5.4.1. Notons �egalement,
que les AI de chacun des utilisateurs agissent en parall�ele et qu'il n'y a pas de notion d'ordre
entre utilisateurs comme dans le cas du DFE.
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Dans le cas o�u le bruit de la transmission w est blanc et de matrice de covariance Rw = �2wI,
les expressions des matrices deviennent :8>><>>:

F(k) = D(k)H(k)y;

B
(k)
j = D(k)

�
H(k)yH(j) � Æk�j diag(H(k)yH(j))

�
;

D(k) = Diag(�
(k)
1 � � ��(k)n � � ��(k)N );

o�u �(k)n =
�2d

�2dkh(k)n k2 + �2w
:

En supposant l'exactitude des donn�ees de retour dp�1(k) = d(k), nous obtenons les perfor-
mances asymptotiques de l'AI. Pour analyser ce cas, calculons la sortie pond�er�ee de l'AI dans
ce contexte �a l'aide des expressions des matrices (5.18) et (5.19) :

y(k)n = �(k)n (kh(k)n k2d(k)n + �(k)n ); avec �(k)n = h(k)yn R�1
w w: (5.20)

L'�equation (5.20) montre que dans le cas id�eal toutes les interf�erences ont �et�e �elimin�ees. Le
bruit en sortie de l'AI a pour variance :

�2� = kh(k)n k2Rw
;

et le rapport signal �a bruit et interf�erences (RSBI) vaut :

RSBIMU(y
(k)
n ) = kh(k)n k2Rw

�2d: (5.21)

De plus, si le bruit de la transmission est blanc, la variance du bruit et le RSBI deviennent :

�2� = kh(k)n k2�2w; RSBIMU(y
(k)
n ) =

kh(k)n k2�2d
�2w

:

Ainsi, avec l'hypoth�ese de donn�ees retourn�ees exactes, le rapport signal �a bruit et interf�erences
est le même que le rapport signal �a bruit de la transmission CDMA (5.12) qui correspond �a celui
d'une transmission �equivalente d'un seul utilisateur sur un canal non dispersif et �a bruit additif
blanc gaussien (5.13). Aussi, le taux d'erreur apr�es �egalisation et celui de la transmission BABG
d'un seul utilisateur sont les mêmes comme le montre la Figure 5.11. Comme dans le cas d'une
transmission avec un seul utilisateur �emis (cf. Figure 3.8), le bruit apr�es l'�egaliseur est color�e, ce
qui pourrait gêner le d�ecodeur MAP. Or, comme un d�esentrelaceur est plac�e avant le d�ecodeur,
le bruit des donn�ees alimentant le d�ecodeur est plus ou moins d�ecorr�el�e et les performances
apr�es d�ecodage sont bien celles de la transmission �a bruit additif gaussien. Nous analyserons
plus loin (cf. Section 5.4.4) les performances du r�ecepteur Turbo-CDMA sans l'hypoth�ese de
donn�ees retourn�ees exactes.

5.4.3.2 Annuleur d'interf�erences mono-utilisateur

Consid�erons maintenant, le contexte mono-utilisateur, qui nous servira de r�ef�erence pour
comparer avec les m�ethodes multi-utilisateurs (cf. Section :5.4.3.3). L'annuleur d'interf�erences
dispose maintenant des �echantillons re�cus r et d'une information relative aux symboles de
l'utilisateur d'int�erêt k, car nous nous pla�cons ici dans le contexte mono-utilisateur. Cette
information est issue de l'it�eration pr�ec�edente et est not�ee dp�1 (k). La Figure 5.12 repr�esente
un tel AI, qui est compos�e d'une matrice avant F(k) et d'une matrice retour B(k).



5.4. R�ECEPTEUR TURBO-CDMA 113

0 5 10 15
10

−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

E
b
/N

0

TE
B

utilisateur 1

BABG          
BABG+code     
aprés décodeur
après AI      

0 5 10 15
10

−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

E
b
/N

0

utilisateur 2

0 5 10 15
10

−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

E
b
/N

0

utilisateur 3

0 5 10 15
10

−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

E
b
/N

0

utilisateur 4

Fig. 5.11 { Performances de l'AI multi-utilisateurs avec donn�ees retourn�ees correctes.

B(k)

F(k)

-

+ yp (k)r

dp�1 (k)

Fig. 5.12 { Annuleur d'interf�erences mono-utilisateur.

La sortie pond�er�ee de cet AI v�eri�e :

yp (k) = F(k)r�B(k)dp�1 (k); avec r = H(k)d(k) +
KX

j=1;j 6=k

H(j)d(j) +w = H(k)d(k) + n: (5.22)

Ainsi, d'apr�es (5.22), tous les autres utilisateurs sont consid�er�es comme du bruit. Dans la suite
nous supposons avoir connaissance de leurs propri�et�es statistiques au second ordre. Ceci nous
permet de calculer la matrice de covariance du bruit n, en supposant de plus que les symboles
�emis de tous les utilisateurs sont ind�ependants entre eux, i.i.d. de puissance �2d :

Rn = E[nny] = �2d

KX
j=1;j 6=k

H(j)H(j)y +Rw: (5.23)

Les matrices F(k) et B
(k)
j (1 � j � K) minimisent l'EQM de chaque symbole :

E[jy(k)n � d(k)n j2]:
La matrice B

(k)
k est contrainte �a ne pas traiter les symboles courants et l'on suppose de plus

que les donn�ees alimentant le banc de matrices sont exactes. Les matrices sont obtenues dans
l'annexe C.2.1 : 8>>>><>>>>:

F(k) = D(k)H(k) yR�1
n ;

B(k) = D(k)

 
H(k) yR�1

n H(k) � diag
�
H(k) yR�1

n H(k)
�!
;

D(k) = Diag(�
(k)
1 � � ��(k)n � � ��(k)N );

(5.24)

o�u �(k)n =
1

��2d + kh(k)n k2Rn

; (5.25)
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o�u kh(k)n k2Rn
= h(k) yn R�1

n h(k)n :

Ainsi, la matrice avant n'est autre que la matrice adapt�ee �a la matrice de la transmission
CDMA H(k) blanchie par R�1

n et la matrice retour a pour rôle d'�eliminer les interf�erences dus
aux symboles pass�es et futurs de l'utilisateur d'int�erêt. Notons que dans notre m�ethode nous
tenons compte des autres utilisateurs �a travers la matrice de covariance de bruit Rn.

Dans le cas o�u le bruit de la transmission w est blanc et de matrice de covariance Rw = �2wI,
les expressions des matrices sont inchang�ees, il suÆt de remplacer dans l'expression de la matrice
de covariance du bruit Rn, Rw par sa valeur.

En supposant l'exactitude des donn�ees de retour dp�1(k) = d(k), nous obtenons les perfor-
mances asymptotiques de l'AI. Pour analyser ce cas, calculons la sortie pond�er�ee de l'AI dans
ce contexte �a l'aide des expressions des matrices (5.24) et (5.25) :

y(k)n = �(k)n (kh(k)n k2d(k)n + �(k)n ); avec �(k)n = h(k)yn w: (5.26)

L'�equation (5.26) montre que dans le cas id�eal toutes les interf�erences ont �et�e �elimin�ees et le
bruit en sortie de l'AI a pour variance :

�2� = kh(k)n k2Rn
;

et le rapport signal �a bruit et interf�erences (RSBI) vaut :

RSBISU(y
(k)
n ) = kh(k)n k2Rn

�2d: (5.27)

Nous allons maintenant comparer ce r�esultat (5.27) �a celui trouv�e dans le cas multi-utilisateurs
(5.21).
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Fig. 5.13 { Performances de l'AI mono-utilisateur avec donn�ees retourn�ees exactes.

5.4.3.3 Comparaisons des m�ethodes mono et multi-utilisateurs

Comparons maintenant le rapport signal �a bruit et interf�erences (RSBI) du cas multi-utilisateurs
(5.21) �a celui du cas mono-utilisateur (5.27). Pour ce faire, calculons l'inverse de la matrice de
covariance du bruit d�e�nie (5.23) en utilisant le lemme d'inversion matricielle ((B.16) :

Rn = Rw + �2dUU
y;
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U =
h
H(1) � � �H(k�1)H(k+1) � � �H(K)

i
;

R�1
n = R�1

w �R�1
n U

�
��2d I�UyR�1

w U

��1
UyR�1

w ;

= R�1
w �A;

o�u A est par construction une matrice d�e�nie positive. D�es lors, les RSBI v�eri�ent :

RSBISU(y
(k)
n ) = �2dh

(k) y
n R�1

n h(k)n = �2dh
(k) y
n R�1

w h(k)n| {z }
RSBIMU (y

(k)
n )

��2dh(k) yn Ah(k)n :

Comme la matrice A est d�e�nie positive, �2dh
(k) y
n Ah(k)n � 0 et RSBISU(y

(k)
n ) � RSBIMU(y

(k)
n ).

Ce r�esultat est illustr�e sur la Figure 5.13, qui repr�esente les performances de l'AI mono-
utilisateur avec l'hypoth�ese que les donn�ees retourn�ees sont exactes. La comparaison des Figures
5.13 et 5.11 montre clairement la sup�eriorit�e de la m�ethode multi vis-�a-vis de la m�ethode mono-
utilisateur, comme l'annon�cait notre calcul sur les RSBI.

5.4.4 Performances du r�ecepteur Turbo-CDMA

Nous analysons tout d'abord le r�ecepteur Turbo-CDMAmulti-utilisateurs. Le principe g�en�eral
de ce r�ecepteur a �et�e pr�esent�e Section 5.4.1. Les �etudes sur les �egaliseurs nous ont permis de
choisir celui qui r�ealise le meilleur compromis entre performances et complexit�e. Ainsi, nous
avons choisi le DFE multi-utilisateurs optimis�e selon un crit�ere EQM calcul�e pour un bloc
d'utilisateur. En�n, aux it�erations suivantes nous utilisons l'annuleur d'interf�erences tel qu'il a
�et�e d�e�ni Section 5.4.3.1. Les performances de ce r�ecepteur avec les conditions de simulation
d�e�nies Section 5.3.3 sont pr�esent�ees Figure 5.14.
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Fig. 5.14 { Performances du r�ecepteur Turbo-CDMA multi-utilisateurs. Les utilisateurs sont
d�emodul�es dans l'ordre (1/2/3/4).

Comme dans le cas du Turbo-�egaliseur, nous remarquons la pr�esence d'un point de d�eclenchement
�a partir duquel les performances s'am�eliorent au fur et �a mesure des it�erations, ce qui marque le
d�ebut du gain appel�e gain Turbo. Nous avons vu pr�ec�edemment qu'il �etait possible d'am�eliorer
les performances du premier �egaliseur en d�emodulant les utilisateurs dans l'ordre d�ecroissant du
crit�ere d�e�ni en (5.16). Les performances du même r�ecepteur Turbo-CDMA que pr�ec�edemment
mais avec ce bon ordre dans la d�emodulation des utilisateurs sont pr�esent�ees Figure 5.15.
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Fig. 5.15 { Performances du r�ecepteur Turbo-CDMA multi-utilisateurs. Les utilisateurs sont
d�emodul�es selon le meilleur ordre : (2/3/4/1). L�egende cf. Figure 5.15.

L'�egaliseur de la premi�ere it�eration est des plus importants ici aussi (cf. Section 3.6) et
d�etermine les performances asymptotiques du r�ecepteur. Ainsi, le bon ordre de d�emodulation
des utilisateurs am�eliore-t-il non seulement les performances du DFE mais aussi celles du
r�ecepteur complet Turbo-CDMA (comparaison des Figures 5.14 et 5.15).

Les performances du r�ecepteur Turbo-CDMA mono-utilisateur sont pr�esent�es Figure 5.16. Le
principe g�en�eral de r�ecepteur est �egalement pr�esent�e Section 5.4.1. Le r�ecepteur mono-utilisateur
di��ere cependant du r�ecepteur multi-utilisateurs par le choix de ses �egaliseurs. Ici, �a la premi�ere
it�eration l'�egaliseur est le DFE mono-utilisateur, optimis�e selon un crit�ere d'EQM calcul�e pour
un bloc d'utilisateur (cf. Section 5.4.2.4), puis aux it�erations suivantes, nous utilisons l'AI
pr�esent�e Section 5.4.3.2. Le r�ecepteur mono-utilisateur est bien moins performant que le multi-
utilisateurs et ce notamment pour les utilisateurs avec le plus d'interf�erences multi-utilisateurs
(1 et 4). De plus, dans ce cas, il n'y a pas de gain Turbo. Ce r�esultat s'explique facilement pour
les utilisateurs 2 et 3, pour lesquels les performances apr�es la premi�ere it�eration sont d�ej�a celles
de l'AI avec donn�ees retourn�ees exactes (cf. Figure 5.13). En revanche, pour les utilisateurs
1 et 4 qui subissent beaucoup d'interf�erences dues aux autres utilisateurs, la m�ethode mono-
utilisateur ne leur permet pas de rejeter eÆcacement cette interf�erence.
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Fig. 5.16 { Performances du r�ecepteur Turbo-CDMA mono-utilisateur. L�egende cf. Figure 5.15.
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Ceci motive notre utilisation des m�ethodes Turbo dans le cadre d'une transmission CDMA.

5.4.5 Am�elioration de la structure : r�ecepteur Full Turbo-CDMA

Nous venons de pr�esenter un r�ecepteur Turbo-CDMA en tant qu'extension directe du Turbo-
�egaliseur mono-utilisateur au cas CDMA multi-utilisateurs. Cependant, les performances de
notre r�ecepteur Turbo-CDMA, même lorsque les utilisateurs sont d�emodul�es conjointement
(m�ethodes multi-utilisateurs) et selon le meilleur ordre possible (5.16) cf. Figure 5.11, ne four-
nissent pas les performances asympotiques de l'annuleur d'interf�erences aliment�e avec les vrais
symboles (Figure 5.15). Nous voulons donc am�eliorer encore les performances.

Tout en gardant une structure �a base de �ltres, nous allons am�eliorer l'annuleur d'interf�erences
en tenant compte lors de l'optimisation des �ltres, de la nature des donn�ees issues de l'it�eration
pr�ec�edente et ne plus faire l'hypoth�ese de donn�ees retourn�ees exactes. Nous avons propos�e une
telle m�ethode dans le cas d'un seul utilisateur en estimant ces statistiques [23], mais cette
m�ethode est trop coûteuse en calcul car elle n�ecessite l'estimation d'une matrice de corr�elation
puis son inversion. [78] utilise au contraire la connaissance exacte de ces statistiques et en pro-
pose un calcul astucieux et se place dans le contexte CDMA. Cependant, cette derni�ere m�ethode
n�ecessite une inversion de matrice par estimation de symbole, et malgr�e le calcul it�eratif qui
est propos�e, la complexit�e est augment�ee signi�cativement. Nous proposons une nouvelle struc-
ture de r�ecepteur Turbo-CDMA, qui n'augmente pas la complexit�e mais rend le syst�eme plus
performant. C'est cette nouvelle structure propos�ee dans [63], que nous pr�esentons maintenant.

5.4.5.1 Structure (( Full )) Turbo-CDMA

L'id�ee de ce nouveau r�ecepteur Turbo-CDMA est de pro�ter compl�etement de la structure
Turbo du syst�eme. Aussi, nous appelons cette nouvelle structure Full Turbo-CDMA. L'id�ee
est du d�ecodage des utilisateurs pour l'�egaliseur et ce �a toutes les it�erations p � 1. Ainsi, nous
�egalisons le premier utilisateur et le d�ecodons. Puis, nous utilisons ces donn�ees frâ�chement
d�ecod�ees pour �egaliser le second utilisateur, et ainsi de suite. Cette op�eration permet de gagner
en e�et une it�eration pour les donn�ees des utilisateurs dits (( pass�es )). Le sch�ema du nouvel
annuleur d'interf�erences est pr�esent�e Figure 5.17.
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Fig. 5.17 { Annuleur d'interf�erences multi-utilisateurs pour le r�ecepteur Full Turbo-CDMA.
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Ainsi, cet AI relatif �a l'utilisateur d'int�erêt k dispose d�ej�a des donn�ees d�ecod�ees des utili-
sateurs qui le pr�ec�edent dp (1)n � � �dp (k�1)n , alors que dans le cas pr�ec�edent (cf. Figure 5.10) les
mêmes matrices �etaient aliment�ees par dp�1 (1)n � � �dp�1 (k�1)n , d'o�u le gain d'une it�eration. De
plus, ces donn�ees �etant plus �ables, il est de même de la sortie de l'AI puis de la sortie du
d�ecodeur. Le gain Turbo devrait donc être plus important.

Le calcul des matrices F(k) et B
(k)
j se fait toujours avec l'hypoth�ese de donn�ees retourn�ees

exactes. Aussi, leurs expressions ne changent pas par rapport �a (5.18). Notons n�eanmoins, que
cette nouvelle structure est successive, puisqu'il faut �egaliser et d�ecoder un utilisateur apr�es
l'autre. Ainsi, l'am�elioration est obtenue �a complexit�e �egale mais au prix d'un d�elai temporel
d'ex�ecution suppl�ementaire.

Etudions maintenant la possibilit�e d'appliquer notre am�elioration �a la toute premi�ere it�eration.

5.4.5.2 Nouveau DFE et ses performances
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Fig. 5.18 { DFE multi-utilisateurs pour le r�ecepteur Full Turbo-CDMA.

Nous venons de pr�esenter la nouvelle structure Full Turbo-CDMA qui s'applique �a l'annuleur
d'interf�erences, mais qui peut �egalement s'appliquer d�es la premi�ere it�eration. En e�et, les
utilisateurs qui ont d�ej�a �et�e �egalis�es peuvent être �egalement d�ecod�es. Et ce sont ces donn�ees
d�ecod�ees que nous d�ecidons d'appliquer au DFE relatif �a l'utilisateur d'int�erêt. La structure du
DFE devient alors celle de la Figure 5.18.

Ici encore la minimisation des matrices F(k) et B
(k)
j se faisant toujours avec l'hypoth�ese de

donn�ees retourn�ees exactes, leurs expressions demeurent inchang�ees par rapport �a (5.15).
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Fig. 5.19 { Performances du DFE multi-utilisateurs pour la structure Full. Les utilisateurs
sont d�emodul�es selon l'ordre : (1/2/3/4).
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Les performances de ce nouveau DFE sont pr�esent�ees Figures 5.19 et 5.20 et sont compar�ees
avec les performances du même DFE multi-utilisateurs avec crit�ere d'EQM d�e�ni par bloc d'uti-
lisateurs, lorsque celui-ci est aliment�e par les donn�ees exactes (C) ou par les donn�ees d�ecid�ees
en sortie de l'�egaliseur (D). La Figure 5.19 montre que pour un ordre de d�emodulation arbi-
traire, la structure Full permet de limiter �enorm�ement le ph�enom�ene de propagation d'erreur,
puisque les performances du DFE Full sont presque celles du cas avec donn�ees exactes (sauf
pour l'utilisateur 4). Le b�en�e�ce de la structure Full est encore plus marqu�e dans le cas o�u
les utilisateurs sont d�emodul�es selon le crit�ere (5.16), car mis �a part un d�ecrochement �a faible
rapport signal �a bruit pour l'utilisateur d�emodul�e en dernier (1), les performances du DFE Full
sont celles du DFE aliment�e avec les donn�ees exactes. On a ainsi (quasi)-compl�etement �elimin�e
le probl�eme de propagation d'erreurs inh�erent au DFE.

Les performances apr�es le Full DFE �etant meilleures, il doit en être de même pour le r�ecepteur
(( Full )) complet. C'est ce que nous nous proposons d'�etudier maintenant.

5.4.5.3 Performances du r�ecepteur (( Full )) Turbo-CDMA

Consid�erons maintenant que les utilisateurs ont �et�e d�emodul�es selon l'ordre (5.16) et compa-
rons les performances du r�ecepteur Turbo-CDMA (cf. Figure 5.15) avec celles de la structure
am�elior�ee Full (cf. Figure 5.21).

Nous notons que pour les utilisateurs 2 et 3, l'am�elioration est peu marqu�ee puisque la struc-
ture originelle fournit d�ej�a des performances proches de la borne infranchissable caract�erisant
la transmission d'un message cod�e sur un canal avec pour unique perturbation un bruit additif
blanc gaussien. N�eanmoins, on remarque un gain Turbo marqu�e entre la premi�ere et la seconde
it�eration pour la structure Full, suivi d'une stabilisation pour les it�erations suivantes. En re-
vanche, la stabilisation n'intervient qu'�a la troisi�eme it�eration pour la structure de base et en
plus, les performances y sont l�eg�erement moins bonnes.

L'am�elioration apport�ee par le r�ecepteur Full est beaucoup plus nette encore dans le cas des
utilisateurs 4 et 1, qui sont les plus mauvais mais d�emodul�es en dernier. Ils pro�tent donc plus
de la structure successive du r�ecepteur Full. Notons que ces deux utilisateurs convergent comme
les autres utilisateurs en seulement 2 it�erations. De plus, le gain est tel que la premi�ere it�eration
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Fig. 5.20 { Performances du DFE multi-utilisateurs pour la structure Full. Les utilisateurs
sont d�emodul�es selon le meilleur ordre : (2/3/4/1). L�egende cf. Figure 5.19.
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Fig. 5.21 { Performances du r�ecepteur Full Turbo-CDMA multi-utilisateurs. Les utilisateurs
sont d�emodul�es selon le meilleur ordre : (2/3/4/1). L�egende cf. Figure 5.15.

de l'utilisateur 1 est d�ej�a meilleure que la sixi�eme it�eration du r�ecepteur Turbo-CDMA originel.

Pour les curieux qui aimeraient connâ�tre le gain apport�e par le seul bon choix de l'ordre de
d�emodulation dans la structure Full, nous pr�esentons les performances du r�ecepteur Full avec
un ordre arbitraire de d�emodulation (Figure 5.22) �a comparer avec la Figure 5.21.
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Fig. 5.22 { Performances du r�ecepteur Full Turbo-CDMA multi-utilisateurs. Les utilisateurs
sont d�emodul�es dans l'ordre (1/2/3/4). L�egende cf. Figure 5.15.

Ainsi, la structure Full permet de diminuer le nombre d'it�erations �a deux. Notons qu'une
it�eration du r�ecepteur Full n�ecessite de traiter K modules successivement alors que le r�ecepteur
Turbo-CDMA originel les traitent en parall�ele. Ainsi, le temps n�ecessaire pour obtenir les per-
formances est d'au moins 6 fois le temps de traitement d'un module contre 2�K. Il est �a noter
que la sixi�eme it�eration ne fournit pas encore les performances du Full Turbo. Le choix entre
le r�ecepteur Turbo-CDMA et sa version (( Full )) se fera donc en fonction de l'application qui
permettra ou non le retard suppl�ementaire.

N�eanmoins, il demeure toujours une distance entre les performances du r�ecepteur Full Turbo
et celles de la transmission cod�ee sur un canal �a bruit additif gaussien. Comme nous l'avons
analys�e dans le cas d'une transmission avec un seul utilisateur [61] et Section 4.3, cette distance
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est due en partie au traitement it�eratif mais aussi au fait que la courbe de la transmission d'un
utilisateur cod�e sur un canal �a bruit additif gaussien n'est pas forc�ement la courbe optimale
d'une transmission cod�ee de plusieurs utilisateurs sur canaux dispersifs (dans ce cas la perte
est due au canal mais aussi au fait de consid�erer plusieurs utilisateurs).

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons appliqu�e le principe du Turbo-�egaliseur de [43] au cas d'une
transmission CDMA asynchrone avec trajets multiples. Pour ce faire, nous avons propos�e une
premi�ere structure Turbo. Comme dans le cas d'un seul utilisateur, les donn�ees sont trait�ees
par bloc et la structure s'organise autour de l'�egalisation d'une part et du d�ecodage d'autre
part.

De plus, la structure traite en parall�ele tous les utilisateurs. Ainsi, pour chacun d'eux, un
�egaliseur est aliment�e par des �echantillons re�cus du canal et fournit une estimation pond�er�ee
du bloc de symboles �emis, bloc qui alimente le d�ecodeur. A partir de la deuxi�eme it�eration,
l'�egaliseur utilise non seulement les �echantillons re�cus mais aussi le r�esultat de l'it�eration
pr�ec�edente. Ici, deux strat�egies s'opposent : l'�egaliseur d'un utilisateur donn�e peut utiliser une
information relative �a tous les utilisateurs (lui compris) et la m�ethode est dite multi-utilisateurs ;
si, en revanche, l'�egaliseur n'utilise une information relative qu'�a l'utilisateur trait�e, la m�ethode
est dite mono-utilisateur.

Dans le cas de la liaison montante, la r�eception est assur�ee par la station de base qui
doit d�emoduler tous les utilisateurs. Ainsi, la m�ethode peut être multi (qui, par construction,
d�emodule tous les utilisateurs) ou mono. En e�et, dans le cas de la norme GSM et dans la liaison
montante, la d�emodulation est mono. Seulement, dans la liaison montante CDMA, l'asynchro-
nisme apporte beaucoup d'interf�erences entre utilisateurs (alors qu'il n'y en a pas dans la norme
GSM, car la technique d'acc�es multiple est TDMA), que seule une m�ethode multi peut rejeter
eÆcacement. C'est pourquoi, nous avons consid�er�e des m�ethodes multi-utilisateurs.

Dans le cas de la liaison montante, le mobile, qui assure la r�eception, n'a pas acc�es aux
symboles des autres utilisateurs (pour cause de con�dentialit�e) et seule une m�ethode mono
peut être envisag�ee. N�eanmoins, même dans ce cas, l'interf�erence entre utilisateurs peut être
importante. Elle est alors due au contrôle de puissance et doit être trait�ee. Aussi, nous avons
consid�er�e une version am�elior�ee des m�ethodes mono-utilisateur classiques, o�u les utilisateurs
interf�erents sont rejet�es grâce �a la connaissance de leurs statistiques d'ordre deux.

Ici, cependant, nous avons consid�er�e exclusivement la liaison montante. Aussi, nous avons
propos�e des m�ethodes multi-utilisateurs mais aussi mono-utilisateur, de mani�ere �a les comparer
entre elles.

Pour la premi�ere it�eration, nous avons consid�er�e le DFE multi de [39] optimis�e selon le crit�ere
EQM de tous les utilisateurs et avons propos�e des DFE multi pour deux autres crit�eres (EQM
par symbole et par bloc d'utilisateur). Ces DFE donnant des performances similaires, nous
avons retenu pour la suite le moins complexe �a savoir celui optimis�e selon le crit�ere EQM par
bloc d'utilisateur. Pour ces DFE, nous avons alors propos�e un ordre de d�emodulation, qui tient
compte de la puissance des utilisateurs et de leurs interf�erences. Ce crit�ere nous a permis de
r�eduire signi�cativement le ph�enom�ene de propagation d'erreur, inh�erent au DFE. Nous avons
�egalement propos�e un DFE mono-utilisateur (am�elior�e) et avons conclu �a la sup�eriorit�e de la
m�ethode multi, lorsque l'ordre de d�emodulation est celui �enonc�e plus haut.
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Pour les it�erations suivantes, nous avons propos�e des AI multi et mono, optimis�es selon un
crit�ere EQM symbole. Les performances du r�ecepteur Turbo-CDMA ont montr�e la pr�esence
d'un gain Turbo. N�eanmoins, il reste un �ecart dans les performances avec la borne BABG cod�e.

Aussi, nous avons propos�e, dans un second temps, d'am�eliorer la structure multi-utilisateurs.
L'annulation d'interf�erence est alors op�er�ee de mani�ere s�erie et le r�ecepteur est dit dite (( Full ))-
Turbo. L'utilisateur le plus fort (au sens du crit�ere d�e�ni ci-dessus) est �egalis�e puis d�ecod�e et
c'est cette version de l'information, trait�ee par le d�ecodeur (donc plus �able), qui est utilis�ee
pour �egaliser le deuxi�eme utilisateur et ainsi de suite. Sans augmenter la complexit�e, mais
au prix d'un d�elai suppl�ementaire, les performances sont fortement am�elior�ees. Ainsi, d�es la
premi�ere it�eration, le DFE supprime quasi-compl�etement la propagation d'erreur. Les simula-
tions ont montr�e que les performances du r�ecepteur global s'approchent du cas d'une transmis-
sion avec un seul utilisateur cod�e et sur un canal �a bruit additif gaussien. Le nombre d'it�erations
Turbo requis d�epend de la diÆcult�e du canal.

Ainsi, pour la liaison montante, la m�ethode de d�emodulation �a utiliser est celle multi-
utilisateurs. Si le d�elai temporel est acceptable, nous conseillons l'utilisation de la solution
Turbo-CDMA (( Full )), en respectant l'ordre de d�emodulation d�e�ni plus haut. Sinon, nous
utiliserons la premi�ere structure, toujours avec le même ordre de d�emodulation (pour le DFE).



CONCLUSIONS-PERSPECTIVES 123

Conclusions et perspectives

Pour satisfaire un nombre d'utilisateurs toujours plus important, la recherche en communi-
cations num�eriques doit s'int�eresser aujourd'hui au probl�eme des transmissions �ables (c.-�a-d.
assurer une qualit�e de service pendant un certain pourcentage du temps et pour un maximum
d'utilisateur, o�u le pourcentage du temps et le taux d'erreur d�epend de l'application) malgr�e
un d�ebit �elev�e sur des canaux s�electifs en fr�equence. Dans ce contexte de travail, les normes
actuelles (GSM, IS 95) et futures (UMTS), pour atteindre les meilleures performances pos-
sibles, disposent de codeur de canal et d'entrelaceur �a l'�emission. C'est pourquoi, un r�ecepteur
(( classique )) est la concat�enation en s�erie d'un �egaliseur, d'un d�esentrelaceur et d'un d�ecodeur
de canal. Cette approche est sous-optimale car disjointe. En revanche, l'approche conjointe, si
elle est possible, ne peut que fournir de meilleures performances. Aussi, c'est �a ce probl�eme
de l'�egalisation et du d�ecodage conjoints que nous avons travaill�e dans cette th�ese. La solution
optimale �etant de forte complexit�e, nous nous sommes donc int�eress�es �a des r�ecepteurs sous-
optimaux et plus particuli�erement au Turbo-�egaliseur. En e�et, en remarquant que codeur et
canal forment une concat�enation de deux convolutions en s�erie s�epar�ees par un entrelaceur, il
est possible d'appliquer le principe des Turbo-codes �a la r�eception.

Le Turbo-�egaliseur que nous avons consid�er�e est celui propos�e dans [43], o�u l'�egalisation est
obtenue �a partir de �ltres �a la complexit�e r�eduite. En e�et, cette structure encore peu ana-
lys�ee au d�ebut de cette th�ese, nous semblait alors tr�es prometteuse. Nous avons donc d�ecid�e
d'�etudier plus avant cette structure. Pour ce faire, nous avons tout d'abord analyser les perfor-
mances du Turbo-�egaliseur. Dans un premier temps, l'�etude des caract�eristiques des courbes de
performances nous ont permis de d�e�nir :

- le point de d�eclenchement : le rapport signal �a bruit �a partir duquel nous observons un
gain Turbo d'une it�eration �a l'autre,

- l'e�et d'avalanche : apr�es le point de d�eclenchement, les pentes des performances aug-
mentent d'une it�eration �a l'autre.

Puis nous avons observ�e une distance entre les performances du Turbo-�egaliseur et celles de
la transmission cod�ee sur canal �a bruit additif gaussien. Nous avons ensuite montr�e que cette
distance est due en partie au canal dispersif et en partie au traitement sous-optimal du Turbo-
�egaliseur. Pour montrer cela, nous avons calcul�e une borne inf�erieure sur les performances du
r�ecepteur optimal d'�egalisation et de d�ecodage conjoints. Cette borne �etant elle-même de com-
plexit�e calculatoire importante, nous avons r�ealis�e une �etude de cas sur les canaux dispersifs (cf.
Section 2.5) pour trouver un cas, o�u cette borne �etait facile �a calculer et o�u transmission cod�ee
sur canal �a bruit additif gaussien et r�ecepteur optimal conjoint donnaient des performances
di��erentes (cf. Section 4.3).

La seconde contribution de nos travaux concerne l'analyse fonctionnelle du Turbo-�egaliseur
(cf. Section 4.4). Cette analyse mod�elise le traitement it�eratif op�er�e �a la r�eception. N�eanmoins,
en mod�elisant l'�egaliseur et le d�ecodeur comme des traitements agissant sur les puissances
d'erreur des donn�ees, il est possible d'analyser le processus comme solution du probl�eme du
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point �xe. Par cette analyse, nous avons ainsi retrouv�e certaines des �etudes sur les performances
faites pr�ealablement. Ainsi, une explication de la distance entre les performances du Turbo-
�egaliseur et de la borne BABG cod�e (cf. Section 4.4.2.1), et une interpr�etation du point de
d�eclenchement (cf. Section 4.4.2.2). A partir de cette analyse, nous avons pu d�e�nir une notion
de diÆcult�e du canal, lorsque le r�ecepteur est le Turbo-�egaliseur.

En�n, nous avons appliqu�e le Turbo-�egaliseur au cas de la liaison montante du CDMA,
o�u les perturbations sont alors dues au canal de transmission mais aussi �a la pr�esence de
plusieurs utilisateurs. Pour cette liaison montante l'asynchronisme provoque des interf�erences
entre utilisateurs, que seule la d�etection multi-utilisateurs peut rejeter eÆcacement. Nous avons
ainsi consid�er�e une premi�ere structure de r�eception, o�u les di��erents utilisateurs sont trait�e en
parall�ele. Pour cette structure, nous avons propos�e un nouvel �egaliseur DFE optimis�e selon le
crit�ere EQM par bloc d'utilisateur ; et pour ce DFE, un nouvel ordre de d�emodulation qui tient
compte de la puissance de l'utilisateur d'int�erêt et des interf�erences qu'il subit. A partir de la
deuxi�eme it�eration Turbo, la d�etection est r�ealis�ee �a l'aide d'un AI optimis�e selon le crit�ere EQM
symbole. Dans un second temps, nous avons am�elior�e ce premier r�ecepteur Turbo-CDMA, en
traitant (i.e. �egalisation et d�ecodage) successivement chacun des utilisateurs. Ainsi, l'utilisateur
le plus fort (au sens du crit�ere d�e�ni ci-dessus) est �egalis�e et d�ecod�e. Puis, cette information
plus �able (car trait�ee par le d�ecodeur) est utilis�ee pour �egaliser l'utilisateur suivant. Cette
nouvelle structure fournit des performances proches de celle du canal BABG cod�e, sans pour
autant augmenter la complexit�e, mais en ajoutant un d�elai suppl�ementaire.

Si nos travaux proposent d�ej�a certaines r�eponses, ils sugg�erent �egalement de nouvelles ques-
tions.

- Ainsi, le comportement du Turbo-�egaliseur lorsque le canal est estim�e. Il est en e�et
important de quanti�er la robustesse du Turbo-�egaliseur vis-�a-vis d'un d�efaut d'estimation
du canal. De plus, comme le proposent [31, 37], nous pouvons int�egrer l'estimation du
canal dans le processus Turbo et ainsi l'am�eliorer au cours des it�erations.

- Quant �a l'analyse fonctionnelle, elle peut être appliqu�ee au cas du CDMA. N�eanmoins,
nous avons observ�e lors des simulations, que dans le cas de s�equences d'�etalement or-
thogonales, les performances sont li�ees aux s�equences (et notamment �a leurs propri�et�es
d'autocorr�elation). Aussi, nous obtiendrons des courbes de d�ecodeur di��erentes selon l'uti-
lisateur, ce qui rendrait l'interpr�etation plus laborieuse. Pour un comportement plus ho-
mog�ene, soit la même courbe pour tous les utilisateurs, il faut consid�erer des s�equences
d'�etalement pseudo-al�eatoires.

- D�es lors que nous avons identi��e la distance en terme de performances entre le Turbo-
�egaliseur et le r�ecepteur optimal conjoints, un nouveau probl�eme consiste �a diminuer
cette distance sans pour autant augmenter trop la complexit�e. Une premi�ere am�elioration
consiste �a int�egrer les statistiques des donn�ees trait�ees (et notamment le retour des
it�erations pr�ec�edentes) lors de l'optimisation des �ltres de l'annuleur d'interf�erences,
�egaliseur utilis�e �a partir de la deuxi�eme it�eration. Nous avons propos�e d'estimer ces statis-
tiques dans le cas de la transmission d'un seul utilisateur [23] mais ceci peut être appliqu�e
au cas multi-utilisateurs. Notons que [78] propose dans le cas du CDMA un �egaliseur qui
tient compte des vraies statistiques au prix d'une inversion de matrice par estimation de
symboles. Un calcul it�eratif de cette matrice permet de limiter la complexit�e. Entre ces
deux approches, de nouvelles id�ees ont leur place.

- En�n, nous savons depuis [35] que le principe Turbo peut s'appliquer �a de nombreux
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probl�emes. Cependant, la Turbo-�egalisation par rapport aux Turbo-codes a ceci de sp�eci�que
qu'elle r�eunit deux traitements (�a savoir l'�egalisation et le d�ecodage) aux objectifs di��erents
et qui travaillent dans des espaces di��erents. De ce fait, notre �etude du Turbo-�egaliseur
est originale vis-�a-vis de celles d�ej�a faites sur les Turbo-codes et peut s'appliquer �a tout
syst�eme souhaitant traiter par le principe Turbo deux traitements fondamentalement
di��erents : estimation de canal et �egalisation, synchronisation et �egalisation, ou d�ecodage
source et canal.
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Annexe A

Caract�erisation des canaux s�ev�eres

A.1 Canaux �a 3 trajets

A.1.1 Cas des canaux �a 2 z�eros complexes conjugu�es, de module 1

Nous consid�erons ici les canaux de type :

h(z) =
1

2 + a2
�
�
1 + az�1 + z�2

�
; avec a = �2 cos �

Les motifs d'erreur d'int�erêt ont �et�e pr�ecis�e au paragraphe 2.5.3.2 (cf. (2.18)) et donnent en
sortie du canal une distance de :

d2 = 8

 
1 + (1 + n)(1 + a)2

2 + a2

!
+ 4L

(2 + a)2

2 + a2

avec L =
n+1X
i=1

li � 0; et n � 0

Nous nous int�eressons au cas cos � � 0) �2 � a � 0

d2 < 4 , a2 � (2n+ 2 + L� 1) + a � 4(n+ 1 + L) + 2(n+ 1) + 4L < 0

�0 = 2(n+ L� nL + 1)

d2 < 4 , �0 > 0, n + (1� n)L + 1 > 0

cas n = 0 , L+ 1 > 0 : toujours vrai

cas n = 1 , 1 + L� L+ 1 > 0 : toujours vrai

cas n > 1 , L >
n+ 1

n� 1
, (n = 2 et 0 � L � 2) ou (n > 2 et 0 � L < 2)

�0 = 0 , a1;2 =
�2(n + 1 + L) +�

q
2(n+ L� nL+ 1)

2n + 1 + L

d2 < 4 , n+ 1 + L�
q

n+L�nL+1
2

2n+ 1 + L
< cos � <

n + 1 + L+
q

n+L�nL+1
2

2n+ 1 + L
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A.1.2 Cas des canaux �a 2 z�eros r�eels inverses

Nous consid�erons ici les canaux de type :

h(z) =
1

2 + a2
�
�
1 + az�1 + z�2

�
; avec a = ��� 1

�

Les motifs d'erreur d'int�erêt ont �et�e pr�ecis�e au paragraphe 2.5.3.3 et donnent en sortie du
canal une distance de :

d2 = 8

 
1 + (1 + a)2

2 + a2

!
+ 4 l

(2 + a)2

2 + a2

Notons c� la condition 0 < � � 1 sur �. D�es lors, on obtient :

d2 < 4 et c� , �2�
s

2

l + 1
< a < �2 +

s
2

l + 1
; a = ��� 1

�
; et c�

,

0BBB@d1 = 2�
s

2

l + 1
< �a| {z }

1

et c�

1CCCA ou

0BBB@�a < 2 +

s
2

l + 1
= d2| {z }

2

et c�

1CCCA
1 , �2 + 1 < d1�, �2 � d1� + 1 < 0

� = d21 � 4 =
2

l + 1
+ 4

s
2

l + 1

�1;2 = 1 +

s
1

2(l + 1)
+
�

vuut 1

2(l + 1)
+

s
2

l + 1
) �2 > 1

1 et c� , 1 +

s
1

2(l + 1)
�
vuut 1

2(l + 1)
+

s
2

l + 1
< � � 1

De même

2 , �2 + 1 > d2�, �2 � d2�+ 1 > 0

� = d22 � 4 =
2

l + 1
� 4

s
2

l + 1

2 , � > 0, 2

l + 1
> 16, l < �7

8
impossible car l � 0

On en d�eduit

d2 < 4 et 0 < � � 1, 1 +

s
1

2(l + 1)
�
vuut 1

2(l + 1)
+

s
2

l + 1
(A.1)
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Annexe B

Egaliseur DFE pour le CDMA

B.1 M�ethodes multi-utilisateurs

B.1.1 Crit�ere EQM symbole

B.1.1.1 Notations

D'apr�es les notations de la Section 5.4.2.1, la sortie pond�er�ee de l'�egaliseur est :

y(k)n = f (k)yn r� b(k)yn d̂ = [f (k)yn ;b(k)yn ]

"
r

�d̂
#
:

Nous cherchons ici les expressions des vecteurs f (k)n et b(k)n , qui minimisent l'EQM symbole :

E
h
jy(k)n � d(k)n j2

i
:

De plus, de part la structure DFE, le vecteur b(k)n n'agit que sur le pass�e du symbole courant
d(k)n . La minimisation doit être poursuivie sous cette contrainte. La diÆcult�e de la minimisation
sous contrainte peut être contourn�ee en introduisant les vecteurs :

dP;n = [d
(1)
1 � � �d(k)n�1]

T = [d1 � � �dt�1]T ;
dF;n = [d(k)n � � �d(K)

N ]T = [dt � � �dKN ]
T ;

bP;n = [b
(1)
1 � � � b(k)n�1]

T = [b1 � � � bt�1]T ;
o�u t = (k�1)N+n est l'indice du symbole courant i.e. l'indice du ni�eme symbole de l'utilisateur
d'int�erêt k. La sortie pond�er�ee de l'�egaliseur inclue maintenant la contrainte sur b(k)n et s'�ecrit :

y(k)n = f (k)yn r� b(k)yP;n d̂P;n = [f (k)yn ;b(k)yP;n ]

"
r

�d̂P;n

#
:

et r peut se d�ecomposer selon :

r = HP;ndP;n +HF;ndF;n +w;

o�u HP;n est une matrice de taille (QN+W�1;t�1), dont les t�1 colonnes sont les t�1 premi�eres
colonnes de H et o�u HF;n est une matrice de taille (QN+W�1;KN�t+1), dont les KN�t+1 colonnes
sont les KN�t+1 derni�eres colonnes de H :

HP;n(:; :) = H(:; 1 : t� 1); HF;n(:; :) = H(:; t : KN):
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B.1.1.2 Calcul de l'EQM

Avec ces notations, l'EQM symbole s'�ecrit :

EQM = E[jy(k)n � d(k)n j2] = E

24�����[f (k)yn ;b
(k)y
P;n ]

"
r

�d̂P;n

#
� d(k)n

�����
2
35 (B.1)

B.1.1.3 Rappel : solution de Wiener

On cherche a qui minimise l'EQM :

EQM = E[jayz� dtj2]
= ayE[zzy]| {z }

R
a� ayE[d�tz]| {z }

p

�E[dtzy]| {z }
py

a + �2d

Conventions pour le gradient :

( ru(uyRu) = Ru
ru(uyp+ pyu) = p

â solution de Wiener : ra(EQM)j
a=â = 0,Râ = p (B.2)

Ici, ay = [f (k)yn ;b
(k)y
P;n ], z

y = [ry;�d̂(k)yP;n ] et dt = d(k)n :

R = E

""
r

�d̂P;n

#
[ry;�d̂yP;n]

#
p = E

"
d(k) �n

"
r

�d̂P;n

##

Hypoth�ese 1 : dans la suite, pour pouvoir calculer p et R, nous supposons que le retour est
exact i.e. :

d̂P;n = dP;n: (B.3)

Hypoth�ese 2 : nous supposons que les donn�ees sont i.i.d. de matrice d'autocorr�elation :

Rd = �2dI: (B.4)

Notons que cette hypoth�ese 2 permet d'obtenir des expressions simples de p et R. De plus,
cette hypoth�ese est couramment faite dans le cadre de l'�egalisation. Nous pouvons fournir �a la
demande le cas plus g�en�eral d'une matrice d'autocorr�elation Rd quelconque.

B.1.1.4 Calcul de p

Avec les hypoth�eses (B.3) et (B.4), p devient :

p = E

"
d(k) �n

"
r

�dP;n

##
E[d(k) �n dP;n] = 0

E[d(k) �n r] = HE[d(k) �n d] = �2dh
(k)
n
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o�u h(k)n est la colonne de H relative au symbole courant, d'o�u

p =

26666666664

�2dh
(k)
n

x?????y
Q
N
+
W
�
1

0
...
0

x??????y t�
1

37777777775
(B.5)

B.1.1.5 Calcul de R

R = E

""
r

�dP;n

#
[ry;�dyP;n]

#
=

" A B
C D

#

{ A = E[rry] = HE[ddy]| {z }
�2
d
I

Hy + E[wwy] , A = �2dHH
y +Rw

{ C = �E[dP;nry] = �E[dP;ndyP;n]Hy
P;n;, C = ��2dHy

P;n

{ B = �E[rdyP;n] = Cy;, B = ��2dHP;n

{ D = E[dP;nd
y
P;n] , D = �2dIt

It =

2664
1

. . .

1

3775
x??????y t�

1

 !
t�1

B.1.1.6 Calcul de R�1

Soit R =

" A B
C D

#
. On cherche R�1 =

" A0 B0
C 0 D0

#

RR�1 = I , CA0 +DC 0 = 0 (B.6)

AB0 + BD0 = 0 (B.7)

AA0 + BC 0 = I (B.8)

CB0 +DD0 = I (B.9)

A�1�(B.7) et D�1�(B.9) donnent D0 et B0, tandis que A�1�(B.8) et D�1�(B.6) fournissent
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A0 et C 0 :

D0 = (D � CA�1B)�1
B0 = �A�1B(D � CA�1B)�1
A0 = (A� BD�1C)�1
C 0 = �D�1C(A� BD�1C)�1

(B.10)

B.1.1.7 Calcul des vecteurs du DFE

De part l'expression particuli�ere de p (B.5), pour obtenir les vecteurs f (k)n et b(k)n , il suÆt de
connâ�tre A0 et C 0. En e�et, "

f (k)n

b
(k)
P;n

#
= R�1p = �2d

" A0h(k)n

C 0h(k)n

#
:

{ BD�1C = �2dHP;nH
y
P;n et A = �2dHH

y +Rw = �2dHP;nH
y
P;n + �2dHF;nH

y
F;n +Rw

d'o�u A� BD�1C = �2dHF;nH
y
F;n +Rw

{ D�1C = �Hy
P;n

f (k)n = �2d
�
�2dHF;nH

y
F;n +Rw

��1
h(k)n

b
(k)
P;n = �2dH

y
P;n

�
�2dHF;nH

y
F;n +Rw

��1
h(k)n

(B.11)

Si le bruit est blanc de puissance �2w :

f (k)n = �2d
�
�2dHF;nH

y
F;n + �2wI

��1
h(k)n

b
(k)
P;n = �2dH

y
P;n

�
�2dHF;nH

y
F;n + �2wI

��1
h(k)n :

B.1.2 Crit�ere EQM bloc

Cette d�emonstration a �et�e obtenue �a partir de [72, page 377], qui consid�ere le cas asynchrone.
Grâce �a notre mod�ele, il est ais�e d'obtenir le r�esultat dans le cas de transmission multitrajets,
comme nous le pr�esentons ci-dessous.

B.1.2.1 Notations

La sortie du canal r et la sortie pond�er�ee y de l'�egaliseur DFE bloc v�eri�ent :

r = Hd+w; y = Fr�Bd̂: (B.12)

F et B minimisent l'EQM :
E[ky � dk2];

avec la contrainte que B soit strictement triangulaire et avec l'hypoth�ese de donn�ees retourn�ees
exactes :

d̂ = d:
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B.1.2.2 Calcul de l'EQM

Nous utilisons ici le r�esultat classique :

kxk2 = tracefxxyg:
Puis, par permutation de l'esp�erance E et de la trace de la matrice, nous obtenons une nouvelle
�ecriture de l'EQM :

E
h
ky� dk2

i
= trace

�
E
h
(y� d)(y � d)y

i�
= trace

n
covfy� dg

o
:

B.1.2.3 Calcul de la matrice de covariance covfy � dg

Avec d̂ = d :

covfy � dg = cov
n
Fr� (B+ I)d

o
= (FH�B� I)Rd(FH�B� I)y + FRwH

y; (B.13)

o�uRd etRw sont respectivement les matrices de covariance des vecteurs d etw et sont suppos�ees
de rang plein.

B.1.2.4 Optimisation de F pour B arbitraire

Pour ce faire, nous mettons la covariance (B.13) sous la forme :

(F� �F)C(F� �F)y = FCFy � �FCFy � FC�Fy + �FC�Fy:

Par identi�cation et avec le terme FCFy, nous obtenons C. Puis, avec le terme �FCFy, nous en
d�eduisons �F. D'o�u

C = HRdH
y +Rw (B.14)

�F = (B+ I)RdH
y(HRdH

y +Rw)
�1 (B.15)

covfy � dg = (F� �F)C(F� �F)y + (B+ I)Rd(B+ I)y � �FC�Fy

Or

�FC�Fy = (B+ I)RdH
y(HRdH

y +Rw)
�1HRd(B+ I)y

(B+ I)Rd(B+ I)y � �FC�Fy = (B+ I)
�
Rd �RdH

y(HRdH
y +Rw)

�1HRd

�
(B+ I)y

Rappelons ici le lemme d'inversion matricielle [19, page 693] :

(A+BCD)�1 = A�1 � A�1B
�
C�1 +DA�1B

��1
DA�1 (B.16)

En posant, A�1 = Rd, B = Hy, C�1 = Rw et D = H et en appliquant le lemme (B.16), nous
obtenons :

covfy� dg = (F� �F)C(F� �F)y + (B+ I)
�
R�1

d +HyR�1
w H

��1
(B+ I)y

Comme C est d�e�nie strictement positive, le minimum est obtenu lorsque F = �F, avec �F et C
d�e�nis (B.14) et (B.15).
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B.1.2.5 Optimisation de B

Nous cherchons maintenant la matrice strictement triangulaire B qui minimise la trace de la
covariance :

covfy � dg = (B+ I)
�
R�1

d +HyR�1
w H

��1
(B+ I)y:

Une solution �evidente est B = �I, mais cette solution ne v�eri�e pas la condition sur B (B doit
avoir des �el�ements diagonaux nuls). Introduisons la d�ecomposition de Cholesky [30, page 143]
de la matrice d�e�nie positive R�1

d +HyR�1
w H :

R�1
d +HyR�1

w H = (�U)y�U

o�u � est une matrice diagonale et o�u U est une matrice triangulaire sup�erieure avec des coef-
�cients diagonaux �egaux �a 1. Supposons la matrice B triangulaire sup�erieure et notons T, la
matrice :

T = (B+ I)(�U)�1:

La matrice T est �egalement triangulaire sup�erieure, d'o�u si L est la taille de la matrice T :

trace
n
covfy� dg

o
= tracefTTyg =

LX
l=1

lX
k=1

jTklj2 �
LX
l=1

T2
kk; (B.17)

en utilisant la triangularit�e de T. Or,

Tkk = (B+ I)kk| {z }
=1 car Bkk=0;Ikk=1

�
(�U)�1

�
kk
=
�
(�)�1

�
kk
=

1

(�)kk

Nous avons :

covfy � dg = (B+ I)U�1��2

Uy �1(B+ I)y:

Choisissons �B tel que

( �B+ I)U�1 = I , �B = U� I:

Alors, la borne inf�erieure (B.17) est atteinte car :

covfy � dg = ��2

:

B.1.2.6 Expressions litt�erales des matrices optimales �F et �B

D'apr�es (B.15)

�F = (�B+ I)| {z }
U

RdH
y(HRdH

y +Rw)
�1 = U (R�1

d +HyR�1
w H)�1| {z }

(�U)�1(�U)y �1

HyR�1
w

et donc :

�B = U� I �F = ��2Uy �1HyR�1
w
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o�u U et � r�esultent de la d�ecomposition de Cholesky :

R�1
d +HyR�1

w H = (�U)y�U:

En e�et, montrons que :

RdH
y(HRdH

y +Rw)
�1 = (R�1

d +HyR�1
w H)�1HyR�1

w

Appliquons le lemme d'inversion matricielle (B.16) :

(R�1
d +HyR�1

w H)�1HyR�1
w =

�
Rd �RdH

y(Rw +HRdH
y)�1HRd

�
HyR�1

w

= RdH
y
�
R�1

w � (Rw +HRdH
y)�1HRdH

yR�1
w

�
= RdH

y(Rw +HRdH
y)�1

�
(Rw +HRdH

y)R�1
w �HRdH

yR�1
w| {z }

I

�

= RdH
y(Rw +HRdH

y)�1

Consid�erons le cas, o�u les symboles �emis de chaque utilisateur sont i.i.d. et de même puissance
(le contrôle de puissance est contenu dans la matrice H). Nous consid�erons �egalement que le
bruit est blanc i.i.d. D�es lors, Rd = �2dI et Rw = �2wI. Les expressions de �F et �B deviennent :

�B = U� I �F = 1
�2w
��2Uy �1Hy

o�u U et � r�esultent de la d�ecomposition de Cholesky :

��2w HyH+ ��2d I = (�U)y�U

B.1.3 Crit�ere EQM bloc d'utilisateur

B.1.3.1 Notations

Nous cherchons ici les matrices optimales F(k) et B(k) caract�erisant le DFE avec crit�ere EQM
bloc d'utilisateur. La sortie pond�er�ee de l'�egaliseur v�eri�e :

y(k) = F(k)z(k) �B(k)d̂(k) o�u z(k) = H(k)d(k) + n;

o�u la matrice B(k) doit être strictement triangulaire et les symboles retourn�es sont suppos�es
exacts d̂(k) = d(k). Les donn�ees de ce nouveau probl�eme sont �equivalentes aux �equations (B.12).
Aussi, nous en d�eduisons directement la solution.

B.1.3.2 Expressions litt�erales des matrices optimales F(k) et B(k)

SiRd etRw sont respectivement les matrices de covariance de d(k) et n, les matrices optimales
sont alors :

B(k) = U� I F(k) = ��2Uy �1H(k) yR�1
n
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o�u U et � r�esultent de la d�ecomposition de Cholesky :

R�1
d +H(k) yR�1

n H(k) = (�U)y�U:

Consid�erons le cas, o�u les symboles �emis de chaque utilisateur sont i.i.d. et de même puissance
(le contrôle de puissance est contenu dans la matrice H). Nous consid�erons �egalement que la
matrice de covariance de bruit vaut :

Rn = E[nny] = �2wI+ �2d

KX
j=k+1

H(j)H(j)y:

Les expressions de F(k) et B(k) deviennent :

B(k) = U� I F(k) = ��2Uy �1H(k) yR�1
n

o�u U et � r�esultent de la d�ecomposition de Cholesky :

��2d I+H(k) yR�1
n H(k) = (�U)y�U:

B.2 M�ethode mono-utilisateur

B.2.1 Crit�ere EQM bloc d'utilisateur

B.2.1.1 Notations

Nous cherchons ici les matrices optimales F(k) et B(k) caract�erisant le DFE avec crit�ere EQM
bloc d'utilisateur. La sortie pond�er�ee de l'�egaliseur v�eri�e :

y(k) = F(k)r�B(k)d̂(k):

o�u la matrice B(k) doit être strictement triangulaire et les symboles retourn�es sont suppos�es
exacts d̂(k) = d(k). Le vecteur r est d�ecompos�e selon :

r = H(k)d(k) +
KX

j=1;j 6=k

H(j)d(j) +w = H(k)d(k) + n;

o�u le vecteur n contient les contributions du bruit additif de la transmission w et de tous les
autres utilisateurs. Ce bruit a pour matrice de covariance :

Rn = E[nny] = Rw +
KX

j=1;j 6=k

H(j)RdH
(j)y:

Ce nouveau probl�eme est �equivalent �a celui pr�esent�e Section B.1.3. Aussi, nous en d�eduisons
directement la solution.
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B.2.1.2 Expressions litt�erales des matrices optimales F(k) et B(k)

La minimisation fournit les matrices optimales :

B(k) = U� I F(k) = ��2Uy �1H(k) yR�1
n

o�u U et � r�esultent de la d�ecomposition de Cholesky :

R�1
d +H(k) yR�1

n H(k) = (�U)y�U;

et o�u Rd est la matrice de covariance des symboles �emis et Rn la matrice de covariance du
bruit :

Rn = Rw +
KX

j=1;j 6=k

H(j)RdH
(j)y:

Consid�erons le cas, o�u les symboles �emis de chaque utilisateur sont i.i.d. et de même puissance
(le contrôle de puissance est contenu dans la matrice H) et que le bruit de la transmission w
est blanc. Les expressions des matrices deviennent :

B(k) = U� I F(k) = ��2Uy �1H(k) yR�1
n

o�u U et � r�esultent de la d�ecomposition de Cholesky :

��2d I+H(k) yR�1
n H(k) = (�U)y�U;

et o�u

Rn = �2wI+ �2d

KX
j=1;j 6=k

H(j)H(j)y:
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Annexe C

Annuleur d'interf�erences pour le

CDMA

C.1 M�ethode multi-utilisateurs

C.1.1 Crit�ere EQM symbole

C.1.1.1 Notations

B

F

-

+ ypr

dp�1

Fig. C.1 { Annuleur d'interf�erences inter-symbole et multi-utilisateurs �a l'it�eration p.

On cherche ici l'expression des matrices F etB qui minimisent le crit�ere d'Erreur Quadratique
Moyenne (EQM) de chaque symbole de chaque utilisateur. De plus, nous imposons la contrainte
Bi;i = 0, ce qui permet d'�eviter d'obtenir la solution F = 0 et B = I, o�u I est la matrice identit�e.
Rappelons que la sortie pond�er�ee de l'�egaliseur yp v�eri�e :

yp = Fr�Bdp�1; avec r = Hd+w;

o�u d et w ont respectivement pour matrice de covariance :

Rd = E[ddy] = �2dI; Rw = E[wwy]:

L'entr�ee de la matrice B est une estimation des symboles d issue de l'it�eration pr�ec�edente
p� 1 et que nous notons dp�1. Nous supposons ici que ces estim�ees sont exactes i.e. dp�1 = d.
Avec cette hypoth�ese de donn�ees retourn�ees exactes, il n'est plus n�ecessaire de noter le num�ero
d'it�eration et dans la suite la sortie pond�er�ee de l'�egaliseur se note : y.

Notons t = (k � 1)N + n l'indice du symbole courant : dt = d(k)n . L'expression de l'EQM
symbole est alors :

EQM = E[jyt � dtj2] (C.1)
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C.1.1.2 Calcul EQM

De mani�ere �a int�egrer la contrainte sur B dans l'expression de l'EQM, nous d�e�nissons
~dt = [d1 � � �dtdt+1 � � �dKN ]

T et ~B la matrice B dont on a retir�e la diagonale.

y = Fr�Bd = Fr� ~B~d =
K
N

x????????????y

2666666664

QN+W�1 �����!

� � � f yt � � �

| {z }
F

�������������

KN�1 ��!

:~byt :

377777775
| {z }

~B

"
r

�~dt

#
= [f yt ; ~b

y
t ]

"
r

�~dt

#
;

o�u ft et bt sont respectivement les ti�eme colonnes des matrices Fy et ~By. Avec ces nouvelles
notations, l'EQM s'�ecrit :

EQM = E[jyt � dtj2] = E

24�����[fTt ; ~bTt ]
"

r

�~dt

#
� dt

�����
2
35 (C.2)

C.1.1.3 Solution de Wiener

Les vecteurs ft et ~bt qui minimisent l'EQM (C.2) sont solution d'un probl�eme de Wiener (cf.
Section B.1.1.3) et leurs expressions sont :"

ft
~bt

#
= R�1p;

avec

R = E

""
r

�~dt

#
[ry;�~dyt ]

#
p = E

"
d�t

"
r

�~dt

##
:

C.1.1.4 Calcul de p

p devient :

p = E

"
d�t

"
r

�~dt

##
E[d�t

~dt] = 0

E[d�t r] = HE[d�td] = �2dht

o�u ht est la t
i�eme colonne de H, d'o�u

p =

26666666664

�2dht

x?????y
Q
N
+
W
�
1

0
...
0

x??????y K
N
�
1

37777777775
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C.1.1.5 Calcul de R

R = E

""
r

�~dt

#
[ry;�~dyt ]

#
=

" A B
C D

#

{ A = E[rry] = HE[ddy]| {z }
�2
d
I

Hy + E[wwy]| {z }
Rw

, A = �2dHH
y +Rw

{ C = �E[~dry] = �E[~ddy]Hy;, C = ��2d~ItHy

~It =

266666666664

1 0 t

. . . . . .

1 0
t 0 1

. . . . . .

0 1

377777777775

x??????????????y
K
N
�
1

 !
KN

{ B = �E[r~dy] = Cy;, B = ��2dH~ITt

{ D = �E[~d~dy] , D = ��2dIKN�1;

o�u IKN�1 est la matrice identit�e de taille (KN�1;KN�1).

C.1.1.6 Calcul de R�1

L'expression g�en�erale de R�1 =

" A0 B0
C 0 D0

#
a �et�e obtenu Section B.1.1.6. De plus, de part

l'expression de p la solution de Wiener devient :"
ft
~bt

#
= R�1p = �2d

" A0ht
C 0ht

#
:

C.1.1.7 Calcul de A0 et C 0

{ BD�1C = �2dH~ITt ~It|{z}
�It

Hy avec :

�It =

26666666666664

1 t

. . .

1
t 0

1
. . .

1

37777777777775

x????????????????y
K
N

 !
KN
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{ A� BD�1C = �2dHH
y +Rw � �2dH�ItH

y = �2dH(I� �It)H
y +Rw = �2dhth

y
t +Rw

{ A0 = (A� BD�1C)�1 :
Utilisons le lemme d'inversion matricielle (B.16) :

A0 = (Rw+ht�
2
dh

y
t)
�1 = R�1

w �R�1
w ht

�
��2d + h

y
tR

�1
w ht

��1
h
y
tR

�1
w = R�1

w �
R�1

w hth
y
tR

�1
w

��2d + khtk2Rw

avec khtk2Rw
= h

y
tR

�1
w ht.

{ D�1C = �~ItHy.

{ C 0 = �D�1CA0.

C.1.1.8 Calcul des matrices de l'annuleur d'interf�erences

{ F :

ft = ��2d A0ht = ��2d

 
R�1

w ht � R�1
w ht

khtk2Rwz }| {
h
y
tR

�1
w ht

��2d + khtk2Rw

!
= �tR

�1
w ht;

avec �t = (��2d + khtk2Rw
)�1. Notons D = Diag(�1 � � ��t � � ��KN), o�u Diag(x1 � � �xL)

repr�esente la matrice diagonale ayant pour �el�ement diagonaux x1 � � �xL. Le vecteur ft
�etant la ti�eme colonne de la matrice Fy, on en d�eduit Fy :

Fy = DR�1
w H

puis F :

F = DHyR�1
w avec

8<: D = Diag
�
�1 � � ��t � � ��KN

�
�t =

�
��2d + khtk2Rw

��1 (C.3)

{ B :
~bt = ��2d C 0ht = �D�1Cft = �t~ItH

yR�1
w ht:

L'expression de ~bt avec la condition bt;t = 0 fournit :

bt = �t(I� �It)H
yR�1

w ht;

puisBy : By = D
�
HyR�1

w H� diag(HyR�1
w H)

�
et en�n B :

B = D
�
HyR�1

w H� diag(HyR�1
w H)

�
(C.4)

o�u diag(A) repr�esente la matrice diagonale ayant pour �el�ements diagonaux ceux de la
matrice A et o�u D est d�e�ni ci-dessus (C.3).
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B
(k)
K

B
(k)
j

B
(k)
1

F(k)

-

-

-

+ yp (k)

...

...

r

dp�1(1)

dp�1(j)

dp�1(K)

Fig. C.2 { Annuleur d'interf�erences multi-utilisateurs sous forme bloc.

C.1.1.9 Ecriture bloc de l'annuleur d'interf�erences

De part les expressions (C.3) et (C.4) des matrices optimales F etB, nous pouvons les r�e�ecrire
sous forme de banc de matrices. Le DFE a alors pour structure celle de la Figure C.2.

L'annuleur d'interf�erences global est s�epar�e pour chaque utilisateur. Consid�erons l'utilisateur
d'int�erêt k. La sortie pond�er�ee de l'AI pour l'utilisateur k est :

yp (k) = F(k)r�
KX
j=1

B
(k)
j dp�1 (j); (C.5)

avec

8>><>>:
F(k) = D(k)H(k)yR�1

w ;

B
(k)
j = D(k)

�
H(k)yR�1

w H(j) � Æk�j diag(H(k)yR�1
w H(j))

�
;

D(k) = Diag(�
(k)
1 � � ��(k)n � � ��(k)N );

o�u �(k)n =
1

��2d + kh(k)n k2Rw

; (C.6)

o�u kh(k)n k2Rw
= h(k) yn R�1

w h(k)n ;

et o�u Æk�j est le symbole de Kronecker. Cette d�ecomposition s'obtient en remarquant :

HyR�1
w =

2666666664

H(1)yR�1
w

...
H(k)yR�1

w
...

H(K)yR�1
w

3777777775
et HyR�1

w H =

2666666664

H(1)yR�1
w [H(1) � � �H(j) � � �H(K)]

...
H(k)yR�1

w [H(1) � � �H(j) � � �H(K)]
...

H(K)yR�1
w [H(1) � � �H(j) � � �H(K)]

3777777775
Dans le cas o�u le bruit de la transmission w est blanc de matrice de covariance Rw = �2wI,

les expressions des matrices deviennent :8>><>>:
F(k) = D(k)H(k)y;

B
(k)
j = D(k)

�
H(k)yH(j) � Æk�j diag(H(k)yH(j))

�
;

D(k) = Diag(�(k)1 � � ��(k)n � � ��(k)N );

(C.7)

et o�u �(k)n =
�2d

�2dkh(k)n k2 + �2w
: (C.8)
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C.2 M�ethode mono-utilisateur

C.2.1 Crit�ere EQM symbole

C.2.1.1 Notations

B(k)

F(k)

-

+ yp (k)r

dp�1 (k)

Fig. C.3 { Annuleur d'interf�erences mono-utilisateur �a l'it�eration p.

On cherche ici l'expression des matricesF(k) etB(k) qui minimisent le crit�ere d'Erreur Quadra-
tique Moyenne (EQM) de chaque symbole pour l'utilisateur d'int�erêt k. De plus, nous imposons

la contrainte B
(k)
i;i = 0, ce qui permet d'�eviter d'obtenir la solution F(k) = 0 et B(k) = I, o�u I

est la matrice identit�e. Rappelons que la sortie pond�er�ee de l'�egaliseur yp v�eri�e :

yp (k) = F(k)r�B(k)dp�1 (k); avec r = H(k)d(k) +
KX

j=1;j 6=k

H(j)d(j) +w = H(k)d(k) + n;

o�u d(j) et w ont respectivement pour matrice de covariance :

Rd = E[d(j)d(j) y] = �2dI; Rn = E[nny] = �2d

KX
j=1;j 6=k

H(j)H(j)y +Rn:

L'entr�ee de la matrice B(k) est une estimation des symboles d(k) issue de l'it�eration pr�ec�edente
p�1 et que nous notons dp�1 (k). Nous supposons ici que ces estim�ees sont exactes i.e. dp�1 (k) =
d(k). Avec cette hypoth�ese de donn�ees retourn�ees exactes, il n'est plus n�ecessaire de noter le
num�ero d'it�eration et dans la suite la sortie pond�er�ee de l'�egaliseur se note : y(k).

L'expression de l'EQM symbole est alors :

EQM = E[jy(k)n � d(k)n j2].

Ce probl�eme est compl�etement semblable au probl�eme pr�esent�e Section C.1.1.1. En proc�edant
�a l'analogie d�e�nie ci-dessous :

multi ! mono
yp yp (k)

d d(k)

w n

H H(k)

F F(k)

B B(k)

nous remarquons que notre probl�eme est compl�etement semblable au probl�eme pr�esent�e Sec-
tion C.1.1.1. Les matrices optimales sont alors obtenues par analogie avec les r�esultats de la
Section :C.1.1.8.
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C.2.1.2 Calcul des matrices de l'annuleur d'interf�erences

{ F(k) :

F(k) = D(k)H(k) yR�1
n avec

8<: D(k) = Diag
�
�1 � � ��t � � ��N

�
�(k)n =

�
��2d + kh(k)n k2Rn

��1 (C.9)

{ B(k) :

B(k) = D(k)
�
H(k) yR�1

n H(k) � diag(H(k) yR�1
n H(k))

�
(C.10)

o�u diag(A) repr�esente la matrice diagonale ayant pour �el�ements diagonaux ceux de la
matrice A et o�u D est d�e�ni ci-dessus (C.9).

Si le bruit de la transmission est blanc, i.i.i.d et de puissance �2w, il suÆt de remplacer dans
l'expression de la matrice de covariance du bruit Rn, Rw par �2wI.
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Egalisation et d�ecodage conjoints : m�ethodes Turbo

A�n d'assurer des transmissions �ables et �a d�ebit �elev�e, les r�ecepteurs utilisent le d�ecodage
de canal mais doivent �egalement combattre les interf�erences entre symboles apport�ees par les
canaux s�electifs en fr�equence. Si pour des raisons de complexit�e, les r�ecepteurs classiques op�erent
l'�egalisation et le d�ecodage de mani�ere disjointe, cette approche n'est pas optimale. Aussi, nous
nous sommes int�eress�es �a des techniques d'�egalisation et de d�ecodage conjoints mais sous-
optimales pour maintenir une complexit�e r�eduite.

Ainsi, nous avons �etudi�e le Turbo-�egaliseur, qui applique le principe it�eratif des Turbo-codes �a
notre contexte. A�n de mettre en �evidence la perte due �a la sous-optimalit�e du Turbo-�egaliseur,
nous avons calcul�e les performances asymptotiques de la solution optimale (au sens MAP) au
probl�eme de l'�egalisation et du d�ecodage conjoints et avons montr�e qu'elles peuvent di��erer de
la borne (( BABG cod�e )). Puis, nous avons propos�e une analyse fonctionnelle du processus
it�eratif qui permet de pr�edire les performances et en particulier le point de d�eclenchement de
l'e�et Turbo. Cette analyse a �egalement montr�e que le mod�ele blanc gaussien est insuÆsant
pour repr�esenter l'erreur �a l'entr�ee du d�ecodeur.

Nous avons ensuite �etendu l'approche de la Turbo-�egalisation �a la d�etection multi-utilisateurs,
qui traite les interf�erences entre symboles mais aussi entre utilisateurs. Cette g�en�eralisation a
conduit �a une premi�ere structure, que nous avons ensuite am�elior�ee sans augmenter la com-
plexit�e. Pour ce faire, nous avons propos�e d'une part un nouvel ordre de d�emodulation des
utilisateurs, qui tient compte des interf�erences et d'autre part une nouvelle structure s�erie ap-
pel�ee (( Full )).

Joint equalization and decoding: Turbo methods

In high rate communication, where the transmitted signal is subject to intersymbol interfe-
rence (ISI), we may use equalization to reduce the e�ect of ISI and channel coding to correct
remaining errors. A conventional equalizer does not make use of the redundancy introduced by
the channel coding: equalization and decoding are disjoint which is not optimal in the sense of
the minimization of the error probability. Since optimal joint equalization and decoding is an
NP-complete problem, we consider a relevant trade-o� between complexity and performance:
that is the Turbo-equalizer.

We �rst compare the performance of the Turbo-equalizer with that of the optimal joint
receiver. Results show that the gap between the Turbo-equalizer and the decoder over AWGN
channel is to not only due to the sub-optimal processing but also to the channel. Next, we study
the evolution of the e�ective error variance through the iterative process involved in the Turbo-
equalizer. This allows prediction of the performance and gives insight into phenomena observed
using the Turbo-equalizer (trigger point). Based on this analysis, we propose a de�nition of a
\tough" channel, when processed by the Turbo-equalizer.

In the last section, the application of the Turbo-equalizer to CDMA is outlined. In order
to improve this Turbo-CDMA receiver without increasing complexity, we then propose a new
structure called Full-Turbo CDMA since it fully uses the decoded information. This Full receiver
enhances performance at the expense of an extra processing delay. Noticing that a good order
of demodulation is very e�ective in improving performance, we propose a new criterion for the
order of demodulation. It takes into account both Intersymbol- and Multiuser interferences.


